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� 	�  !"6� ����	�� ����	� ��� �� ����	�� ��� ��
	�	�� �� ��� ���	� �� ����

��������	�
 �� 3�
��7��� .�  !#$� �� ����
����� �� -���� �� ����� 	� ��� 
���

��
	�	��� ����� ��	
 ��	��� �� ��
 ��������� 
������ �	��
 ��� � ��
	�	�� �
 � ���	� ��

��� ��������)
 8���9�� � �������

�� 	� �� ��� ��� �� :: 	� �����	�� ������	�� ��� � ��� �� �	
 ������ �� �����

;



�������� 	� �� ���
 ���������� �� 
�� ��
���� ������ ��� 
�� ��
���� ����
�����

C(a, q, z) ��� S(a, q, z) ����� �� q = 0 ����

C(a, 0, z) = cos(
√
az) ��� S(a, 0, z) = sin(

√
az).

����� ��� ���
 � 
�� ����
���� � 
�� ��
���� �������
��� ����
����

d2u

dz2
+ (a+ 16q cos 2z)u = 0,

�� ����� 
�� ������� ����
���� ��� y = k1C(a, q, z) + k2S(a, q, z) ����� k1 ��� k2 ���

����
��
��

��������� 
� ��  ���� �� ��� ��������! � "���� ��
�����

�
�� � ��� ��� � ���������
���
�� �� ���� �
 � 
��� ���� 
�� �#���� ���

� ������� �����! ��� ����� 
� ������
 
��
 ��������� �� 
�� ���$�����

%� ������&� �� ���! ��� 
�� ����
��� 
���� ��$�� � ��
����
����� �����

���'� ���� �� ����� 
� ��� ����
�! %(&�

� ���������	�
 ��	������

��� ������	
� ���	�	��� 
�� ��������

)� ����� 
�� ��
����
���� ���
��� � 
��� ����� ��
� � ���������� � 
�� ����� ��*

���
���� �� ����� 
����! ����� ���� �� �����
��� ���� �+������� 
�� ��
���� �������

���! � 
�� ��,��
���� ���� �� $��! �������� ��
 ���
 ���� �� ������� 
� �� ��
��

����� ��� �
�
����
��

��������� �	
	 � ��
 G �� � ���� ����� �� �����
��� ∗ ��

-



�� ��� ��� a, b ∈ G, a ∗ b ∈ G;

�� 	
��� ����� e ∈ G, ���
 �
�� ��� ��� a ∈ G� e ∗ a = a ∗ e = a;

�� ��� ��� a ∈ G, �
��� ����� a−1 ∈ G ���
 �
�� a ∗ a−1 = a−1 ∗ a = e; ���

�� ��� ��� a, b, c ∈ G, (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c)�

���� �������� �� ������ ��� ���� ������ �� ��� ���
�������� �� � ���������


� ���� �� �� ������� ��� �� ������ �
�� � � ��� � � ����� ����� ��� ��������� �

���� �� � ����� ����� ��� ������ ���������

������� �	�	 	
� ��� �� �������� Z, ����� � ����� ����� �
� �������� �� �������

�� � ����� �
�� �
� ������� ��� ������ ����� ������ ��� ��
�� �
� ���������

�������� ����� ������� !� 
��� � �������� �� 0 ���
 �
�� a + 0 = 0 + a = a. !�

���� "�� �
�� ���
 ������ 
�� � ��#�� �������� �� ��� ��� a ∈ Z, �
��� �����

−a ∈ Z ���
 �
�� a+−a = 0.

������� �	
	 	
� ��� �� ������� ����� �
� �������� �� ����������� � ��� �

������ $��� �
�� ��� ��� a ∈ Z, 1 · a = a · 1 = a. %� 1 � ��� ������ ��� �
� ���� &��

�
� ������ �� ��� ������ a � �
� ��������� �� a  
�
 � ��� �� ������� 	
�������

Z � ��� � ����� ����� ������������

	
��� ��� ��
�� �������� ���� ������  
�
 ��� ��� �� �������� �� �
��� ������

�� �
� �������� ������� '���� ���� �� �
��� ������ ��� ���������� �� �������� ��

��
�� ��������  
�
 ��� ��� ��������

������� �	�	 (�� X = {1, 2, . . . , n} ��� SX �� �
� ��������� �� ��� �����������

�� X. 	
�� SX � � ����� ����� �
� �������� �� ������� ��������� ������ �
�

��������� ����� �� ������ n�

)



������ �� 	�
��� ����
�������� �� S3

������� �	
	 ���
���� ��� 
�������� ������ S3. ���
 �
 ��� ����� ���
�
���� �� �����

����
 ��� ���������
 �� �� ����������� ��������� ��� �������
 ��� {ρ0, ρ, ρ2, μ1, μ2, μ3}.
���
� �������
 ��� ��
� �����������
 �� ��� ������
 1, 2, ��� 3�  �� ������ �� ���

��������� �
 �����
����� ��� ��������� !��"
 ���� ����� �� ����� ����� � 
��!
 ���

�������������� ����� �� S3. #��� ���� μ1ρ = μ2 ��� ρμ1 = μ3 
� ��� ����� �
 ����

���������$��

��� ��%� �%����� �
 ����� ���������� �
 �� �%����� !��� �������
 !���� ���

�������
� ��� ��� �����
�
 �� ���
 ������ !� !��� ��
��

 ��� &���� ���� ����� �� �

���� ������� 
��
��

������� �	�	 ��� &���� ���� ������ ������� V, �
 ��� ����� �� ���� �������


{e, a, b, c} !���� e �
 ��� ��������� ���� �� ����� ' ��� ��� �������������� ������ ���


�
 �� �%����� �� � ���������$�� �� �������� ������

(



◦ ρ0 ρ ρ2 μ1 μ2 μ3

ρ0 ρ0 ρ ρ2 μ1 μ2 μ3

ρ ρ ρ2 ρ0 μ3 μ1 μ2

ρ2 ρ2 ρ0 ρ μ2 μ3 μ1

μ1 μ1 μ2 μ3 ρ0 ρ ρ2

μ2 μ2 μ3 μ1 ρ2 ρ0 ρ
μ3 μ3 μ1 μ2 ρ ρ2 ρ0

����� �� �	�
�����
��� ����� �� S3

� � � 

� � � � 

� � �  �

� �  � �

  � � �

����� �� �	�
�����
��� ����� ��� 
�� ����� ��	� ���	�

��������� �	
	 � ���	� G �� ���� 
� �� ������ �� G �� ���	
�
����

���� 
���� �� ���
��
 ������� �
 ������ 	���	� 
� ���	�� 
�� ��
����� �
�	
	��

�� � ���	�� �� ���	�� 
���� �� �	�
 ����� ��
� 
�� �� ��
��� �� � �	����	��

��������� �	�	 � �������� �� � ���	� G �� � �	���
 H �� G ����� H �� � ���	�

	���� 
�� ���� �����
��� �� G. ���� �� ����
�� �� H ≤ G.

������� �	�	 ��� G �� � ���	
� ��� H ⊆ G �� � �	����	
 �� ��� ���� �� ��

��������� ���������� ��� ��	� 	���� �� ���� �
������� �� �� ���	
 G�

�� H 	= ∅�

�� ��� ��� a, b ∈ H ab ∈ H�

�� ��� ����� a ∈ H ���� ������ a−1 ∈ H �	� ��� aa−1 = a−1a = e, ���� e �� ��

�������� �� G.

!



������ ������� H �� � ��	
���� �� G. ��� ����� ���������� ��� ��� 	� ��� ���������

����

����������� ������� ��� ����� ���������� ��� ����� �� � !� ����� �"���� ���� a ∈ H.

��� 	� �#!� ����� �"���� a−1 ���� ���� aa−1 = a−1a = e. �� ��!� e ∈ H �� �� ��������

�������� $�� b ∈ H. ��� ����� H ⊆ G, b ∈ G. ��������� ����� G �� � 
�����

be = eb = b. ���������� ��� ��� a, b, c ∈ H, ����� �������� ��� ���� �� G ��� �������

��� ����������� �������� �� G. �������� H �� � 
���� ����� ��� ���� ��������� ��

G.

���� �� � ������������ 	��%��� ��	
����� ��� �������� �� � 
����� ��� ����

������������ ����� ����� &� %��� 	����� �������� ���� ����� ���� ��� ���� �� ��������


����� ��������

��������� �	
�	 $�� G 	� � 
����� H � ��	
���� �� G� ��� g ∈ G. ' ��� �����

� H �� G �� ��� ��� gH = {gh : h ∈ H}� ' ����� ����� � H �� G �� ��� ���

Hg = {hg : h ∈ H}. �� ���	�� �� ���� ������ �� H �� G �� �(����������� ��� ���	��

�� ��
�� ������ �� H �� G �� )��%� �� ��� ����� � H �� G, ������� |G : H|. ��
�������� �� � ��� �� ������ �� 1H = H. *��� ���� aH = H ����� ���� a ∈ H. �+����

%� %��� ����� �� ��� ���� ������ �� � ��	
���� �� � 
���� �� ��� �������!

*�% %� ���� ���) �� ������� ����� �� ��	
����� ��� ��% %� ��� ���� �� ��������

����� ���������� 
������ ���� ��"� ���������� %��� 	� ��� 	���� ���������� �� ����

������

��������� �	

	 $�� G 	� � 
���� ��� H � ��	
���� �� G. ��� H �� � ������

�������� � G� ������� H � G, �� Hg = gH ��� ��� g ∈ G.

��������� �	
�	 ' 
���� �� ������ �� �� ��� �� ���������� ������ ������ ��	
������

,



������� �	
�	 ��� H = {μ1, ρ0}. ��� ������ �	 H 
� S3 ���

ρ0H = H Hρ0 = H

ρH = {μ2, ρ} Hρ = {μ3, ρ}
ρ2H = {μ3, ρ

2} Hρ2 = {μ2, ρ
2}

μ1H = {ρ0, μ1} Hμ1 = {ρ0, μ1}
μ2H = {ρ, μ2} Hμ2 = {ρ2, μ2}
μ3H = {ρ2, μ3} Hμ3 = {ρ, μ3}

��� ��	� ��� 
��� ������ �� ���� ����� 	� ���� �������� �	 S3. ���� H 
� ��� �

����� ������� �	 S3. ��� K = {ρ0, ρ, ρ2}. ��� ������ �	 K 
� S3 ���

ρ0K = K Kρ0 = K

ρK = {ρ, ρ2, ρ0} Kρ = {ρ, ρ2ρ0}
ρ2K = {ρ2, ρ0, ρ} Kρ2 = {ρ2, ρ0, ρ}
μ1K = {μ1, μ3, μ2} Kμ1 = {μ1, μ2, μ3}
μ2K = {μ2, μ1, μ3} Kμ2 = {μ2, μ3, μ1}
μ3K = {μ3, μ2, μ1} Kμ3 = {μ3, μ1, μ2}

��� �	 ��� ��	� ��� 
��� ������ �� ������ �� K 
� � ����� ������� �	 S3. ��

	���� K = A3 
� ������ ��� �������
�� ����� ���� S3 
� �� ������� �	 � ��
�� ����

���� 
� ��� �
�����

������ �	
�	 ��� G �� �� ������� 	
��� ���
� ����
������ 
��
 ���	
�� �� G

�� ���� � ��
��� ���	
�� �� G.

�
���� ��� G �� �� ����
�� ���� ��� H � ����
�
��� ���� ������� �	 G. ���

g ∈ G. ��� x ∈ gH. ���� x = gh 	� ���� h ∈ H. �
��� G 
� ����
��� x = gh = hg ∈
Hg. �� gH ⊆ Hg. �
��� ��� ��	� ��� 
��� ������ ���� ��� ���� �
 �� |gH| = |Hg|�
����	�� H �G.

!"



���� �� ���� ��� 	
�� �������� �� ����� 
�� ����� ������
� ���������� �� ��

�	���
�� �� �� 
��� �� ������ �
����� 
����� �� 
 ������ �
��� �������������

���������� 	
����� ��� G �� � ���	
 ��� H ≤ G. ���

�� |H| | |G| ���

�� |G|/|H| �� ��� �	���� �� �������� ������ �� G �� H�

������ ��� g ∈ G. �� ��
�	 ��
� ��� �����
����� ��
�� �� g �� ��� ���� ������ gH, �����

��� ���
���� �� ����� ���
����� ��� 
�� a, b ∈ G, aH = bH �� a−1b ∈ H� �� ����

���� ��
�	� �� 	��� ���� ��� ����� �����
����� ���
���� ��������� ��� a ∈ G. ����

a−1a = e ∈ H.  � ��� ���
���� �� ��!������ "�� a, b ∈ G, ����� a−1b ∈ H. ����

aH = bH. ���� �	���� ��
� b−1a ∈ H. ��������� ��� ���
���� �� 
��� ��		������ ���

a, b, c ∈ G. ���� ����� a−1b ∈ H 
�� b−1c ∈ H. ���� (a−1b)(b−1c) ∈ H �����

�	���� ��
� a−1ec = a−1c ∈ H. ����� ��� ���
���� �� ��
�������� #���� ��� ���� ������


�� �����
����� ��
�����  � ����� ������ 
������� G.  � �� aiH, i = 1, . . . , k ���	 ���

��� �� ������ �� H �� G, |G| = |a1H| + · · · + |akH|. �� ��
�	 ��
� |H| = |aiH| ���

�� i = 1, . . . , k. ��� aj ∈ G ��� 
 $��� j, 1 ≤ j ≤ i. %�$�� 
 	
� φ : H → ajH ��

φ(h) = ajh. ���� ���� �� ���&��&��� ����� �� φ(h1) = φ(h2), ���� ajh1 = ajh2. #�����

�� 
����� a−1j �� ���� ����� �� ��� ���
����� �� ���
�� h1 = h2. �� ��� ��
� φ ��

����� ��� ajh3 ∈ ajH ��� ��	� h3 ∈ H. ���� ����� φ(h3) = ajh3, φ �� ����� #���� ���

��
�	 �� ������  � ����� |G| = |a1H| + · · · + |akH|� |G| = k|H|.  � |H| | |G|. '����
|G|/|H| = k ����� �� ��� ��	��� �� �������� ������ �� G �� H�

��������� ��� ��� ����������� �� 
� ���	��� z �� G �� ��� ���������� �� ���	����

�� G ����� ��		��� ���� z� ���� ��� �� ������� CG(z) = {g ∈ G : gz = zg}�

������� ��� �� ��� ����� S3� ��� �����
��(�� �� ρ �� CS3(ρ) = {ρ0, ρ, ρ2}.

))



��� ������	
��� 
� 
���������	 
� ���� ������ 
���	�
�� ��� �	���
����
�� �� ��
��

�
��	� ������ ��� ������	
��� �� �� �	����� a ∈ G 
� �	�� � ������ �� G.

��������� �	
�	 ��� G �� � ���� ��� H � ������ �� G. ���� ��� ���������

�� H �� G 
� NG(H) = {g ∈ G : gHg−1 = H}.

���� ���� ��� �����	
��� �� H ≤ NG(H) ≤ G.

������ �	
�	 ��� ������ �� S3 
� H = {μ1, ρ0}. ��� �����	
��� 
� NG(H) =

{ρ0, μ1}.

��������� �	
�	 ��� G �� � ����� ���� ��� ������ �� G� Z(G)� 
� ��� ��� ��

�	������ 
� G ��
�� ������ �
�� ����� ����� �	����� 
� G.

��� ������ �� � ���� 
� �	�� � ������ �� ��� �����

������ �	��	 �� S3, Z(G) = {σ ∈ S3 : στ = τσ ��� �		 τ ∈ S3} = {ρ0}�

��������� �	�
	 ��� G �� � ���� �
�� a ∈ G. ���� ��� ����� �� a 
� ��� ���		���

���
�
�� 
������ k ��� ���� ak = 1, ����� � 
� ��� 
����
�� �	����� 
� G. �� �� ���


������ � 
���� �� ��� ���� a ��� 
���
�� ������

������ �	��	 �� S3, |ρ| = |ρ2| = 3, |μ1| = |μ2| = |μ3| = 2, ��� |ρ0| = 1.

��������� �	��	 !� ���������� 
� �� �	����� �� ����� ����

������ �	��	 �� S3� μ1, μ2, ��� μ3 ��� 
���	�
����

������ �	��	 �� V, ����� �	����� � ���� e 
� �� 
���	�
���

!� 
� ���� ����� �� ��������
��� 
� 
� 
�������� 
� !	����� �� �
���� ��� ���

����� ��� �� ��	����� "� �� ������	 �
#����� 	���	� �� �����
��� �� ���
��� ��
�

���	�

�$



��������� �	�
	 ��� (G, ∗) ��� (G′, �) �� �	
�� ����	 ��� 
��	���
� ∗ ��� �
	����������� ���� ��� ��� φ : G → G′ � � ����������� �� �
	 ��� a, b ∈ G,

φ(a ∗ b) = φ(a) � φ(b).

������� �	��	 ����� φ : Z → 2Z �� φ(x) = 2x. ���� φ � � �
�
�
	���� ����

�
	 ��� x, y ∈ Z, φ(x+ y) = 2(x+ y) = 2x+ 2y = φ(x) + φ(y).

��������� �	��	 �� ���������� � � �
�
�
	���� ����� � � �������
�� ���

�	
�� G ��� G′ �	� ��� �
 �� ��������� �� ���	� � �� �
�
	���� ������� G

��� G′� ��� � ���
��� G ∼= G′�

������� �	��	 ��� �
�
�
	���� ������ �� ������� ��� � �� �
�
	����� ���

φ(x) = φ(y). ���� 2x = 2y �
	 x, y ∈ Z. ��� ������ ���� x = y. !
 φ � �� �������
��

�
 �� ���� φ � � �	�����
�" ��� c ∈ 2Z. ���� �� ��� �������
� 
� 2Z, ���	� ����

z ∈ Z ��� ���� c = 2z. ��
" φ(z) = 2z = c. ��� φ � 
��
� ���	��
	� φ � ��

�
�
	�����

��������� �	��	 ��� G ��� H �� �	
��� �� ���������� ����� #
	 ����$ � ���

�%��������� ��� {H : H ∼= G}�

��������� �	��	 � ������
� φ : X → X � � ���������� �� � ��� X �� φ � �

�������
��

� ���� � � �� ����� � �� ������� �	
�� ����	 
�� 
��	���
� ��� � �
���������"

�� ��
�	�" ����	� 
� �
�&�	
 �������" ��� �� �������� ����	 ��
���	 
��	���
� �

���� � � ���	������� �	
��	�� 
��	 �
�� 
��	���
��

��������� �	��	 ��� p �� � �	��� ��� n ∈ Z, n ≥ 1. ��� ���� ���� pn ������� �	�

������ ������ ������" ���
��� �� GF (q) ���	� q = pn.

'(



��� �������	
 ���	���	� �����	 ������� ���� �� ����� 
����� ����� ���� �� ����

�	 ������� ������ �	 ���� �����	� �� ��� ������

��������� �	

	 �� F �� � ����� ��� ������ ����� ������ GL(m,F )� ��

�� �� �� m ×m �������� ��� 	�	���� ������	�	�� ����� �	���� ��� ���� F. ��

F = GF (q), ��	 GL(m,F ) ��� �� ����	 �� GL(m, q).

��������� �	
�	 �� F �� � ����� ��� ������ ����� ������ SL(m,F ) ��

�� �� �� m × m �������� ��� � ������	�	 �� �	�� ����� �	���� ��� ���� F. ��

F = GF (q), ��	 SL(m,F ) ��� �� ����	 �� SL(m, q).

��������� �	
�	 �� F �� � ����� �� E ��	�� ��m×m ���	�� ������ ��� 
����

Z1(m,F ) �� �� 
���� �� ������ �������� kE ��� km = 1� �
��	� �� F = GF (q),

��	 Z1(m,F ) ��� �� ����	 �� Z1(m, q).

��������� �	
�	 �� G �� � 
����� �� H �� � 	����� ���
���� �� G. ���	 ��

�������� ����� G/N ���� G ��� N �� �� �� �� ����� �� N �	 G. ��	�� N ��

	������ ��� �� �� ���� � 
�����

��������� �	
�	 �� F �� � ����� ��� ���������� ������ ����� ������

PSL(m,F ), �� �� 
���� SL(m,F )�Z1(m,F ).���	 F = GF (q), ��	 SL(m,F )�Z1(m,F )

��� �� ����	 �� SL(m, q)�Z1(m, q).

��� ����� �	
��� ��� �����
���
�

 ���� ����	� ��		�� �� ���� �� 
�	���� 
����� ��� ��������	� �	� ����� �� �

���� ��	���!�� �	 
������ ��� ���"�� �� ��	���!�� �� �������� ������	 ���	

��������	
 �� #����� 
������ $���� #����� �����!���� ���� 
����� ����� ���%�	


��
��� ��	���!� ��������	 
����� &'(�

)*



��������� �	
�	 ��� G �� � ���	
 ��� X � ��� ��� ��� ����� ������ � G ��

X � � ��
 ���� G×X �� X ����� �	���� ��� ��������� ����������

�� e · x = x ��� ��� x ∈ X ����� e � ��� �������� ������� �� G�

�� g · (h · x) = (gh) · x ��� ��� g, h ∈ G ��� x ∈ X�

����� ��� �
������� · ��
����� ��� ���	
 ������ ��� ��� ���	��� �	���
��������

��
����� ��� ���	
 �
������� �� G.

������� �	
�	 ��� 
���	������ ���	
 S3 �� � ���� ���	��� ���	
 ������ �� ���

����� ������� �� ��� ��������� X = {1, 2, 3}� ��� ������ � ��� �������� �� ���������
� ���	������ ��  !��
�� ��"� #�� �!��
��� μ1 · 1 = 1, ���� μ1 ��� ��� ���� ���

�����! �� $� μ1 · 2 = 3 ���� μ1 ���� ��� �����! � ���� ��� %�� �����! 
�������

���� μ1 · 3 = 2 ���� μ1 ���� �����! % ���� ��� ��� �����! 
������� ��� � �

���	
 ������ ����	� ��� ��������� ρ0 �!� ����� ������� �� X. &��� ��� ��� �����


��
����� ������� G\{ρ0}. '��� ��� �	���
�������� ������ ����� �� (ρρ) · x = ρ2 · x.
(� ��
������� �� �� ���� ρ · (ρ · 1) = ρ · (2) = 3 ��� ρ2 · 1 = 3. )���*��� ��� ���

���� ��� �����	��� ���� ��� ������ �� S3 �� X � � ���	
 �������

������� �	��	 ��� G �� � ���	
 ����� � � ��� X. ���

�� ��� ���� g ∈ G, σg : X → X ����� �� σg(x) = g · x �� � 
���	����� �� X.

�� ��� ��
 φ : G → SX ����� �� φ(g) = σg �� � ���	
 �������
�����

������

�� �� �� ���� ��� ���� g ∈ G, σg : X → X ������ �� σg(x) = g ·x � � 
���	������
�� X, �� � ��+������� �� �	� ����* �� �� �� σg � ���,��,��� ��� ����� $	

��

�"



σg(x) = σg(y), ��� x, y ∈ X. ���� g · x = g · y� ��	
 g−1 · (g · x) = g−1 · (g · y).
���������� x = e ·x = (g−1g) ·x = g−1 ·(g ·x) = g−1 ·(g ·y) = (g−1g) ·y = e ·y = y

� ��� ��������� �� ���� ���	� ������� ��� w ∈ X. ��	
 g−1 · w ∈ X. ���� ����


���� σg(g
−1 · w) = g · (g−1 · w) = (gg−1) · w = e · w = w, σg �
 ����� ��	
 σg �


�� ����������

�� ��� g, h ∈ G. ������ ���� ��� ��������� �� SX �
 �����
������ ���� φ(gh)(x) =

σgh(x) = (gh) · x = g · (h · x) = σg(σh(x)) = (σg ◦ σh)(x) = φ(g) ◦ φ(h)(x)�

���������� φ �
 � ���	� ����������
��

������� ��	
� ��� G �� � ���	
 ��� SX �� ���	
 �� 
���	������� �� � ��� X�

��� � ����� ���	
 ������
���� φ : G → SX � �� ��
 G × X �→ X ������ ��

(g, x) �→ g · x = φ(g)(x) �� � ���	
 ������ �� X.

������ �� 
��� ���� ���
 ��� �
 � ���	� ������ �� X, ��� ���������
 �� ���������

��� �	
� �� !�������

"� ��� id ������ ��� ������� �	������ �� SX � ���� e · x = φ(e)(x) = id(x) = x.

�� ��� g1, g2 ∈ G. ���� g1 · (g2 · x) = φ(g1)(φ(g2)(x)) = φ(g1) ◦ φ(g2)(x) =

φ(g1g2)(x) = (g1g2) · x 
���� φ �
 � ����������
��

���������� ��� ������ ��� �
 � ���	� ������ �� X.

������� ��	�� ��� φ : G → G′ �� � ����������
�� ���� ��� ����� �� φ,

������� #���φ, �
 ��� 
�� {g ∈ G : φ(g) = e′} ����� e′ �
 ��� ������� �� G′�

������� ��	�� � ������
��� φ : G → G′ �� �� ���������� �� ����������� �� ���

���� �� ����φ = {e}, ���� e �� �� �������� ������� �� G.

"$



������ ������� φ �� ���	
�	���� ��� x ∈ ����φ �� ��� ���� �� φ(x) = e′. ��


φ(e) = e′. �� φ(x) = φ(e). ����� φ �� �� �����
���� x = e� �������� x ∈ ����φ �� ���

���� �� x = e.

����������� ��
 ����φ = {e}. ��
 g, h ∈ G ��� 
�
 φ(g) = φ(h). ��� φ(g)(φ(h))−1 =

e′, ��� ������� 
�
 φ(gh−1) = e′, �� gh−1 ∈ ����φ. �� 
� ������
���� gh−1 = e.

�������� g = h.

��������� �	

	 ��
 G �� � ����� ��
��� �� X. ��� 
� ����� �� � ����� ������

�� 
�  ����� �� 
� ����� ����������� φ : G → SX ��� ��� ��!��� �� ������

"�#$�

������� �������	 ����	 
���� � �������� �� � ���
���� �� � 
���� �� ������

�������

������ ��
 G �� � ����� ��
��� �� �
���� �� ���
 ���
������
���� ����� G × G → G,

���� (g, x) �→ gx. �� ������ "�#% 
��� �&��
� � ����� ���������� φ : G → SX

��!��� �� φ(g) = σg ∈ SX ���� σg(x) = gx ��� ��� x ∈ G. �� ��� 
�
 φ �� ���	
�	����

�������� 
� ����φ. '� ��� ��� 
�
 x ∈����φ

�� ��� ���� �� φ(g)(x) = id(x) ��� ��� x ∈ G

�� ��� ���� �� σg(x) = x ��� ��� x ∈ G

�� ��� ���� �� gx = x ��� ��� x ∈ G

�� ��� ���� �� g = e.

�������� ����φ = e ��� φ �� ���	
�	���� ��� ������� 
�
 G ∼= (�(φ) ≤ SX .

$)



��������� �	
�	 ��� G �� � ���	
 ��� X � ��� ��� �������
��� φ : G → SX

�������� ���� ��� ������ �� G �� X � ������ ��� ���������� ������������ ��

��� �������

��������� �	
�	 ��� G �� � ���	
 ������ �� � �� X. ��� ��������� �� x �� G �

Gx = {g ∈ G : g · x = x}.

������� �	
�	 ��� S3 ��� �� X ����� X = {1, 2, 3}, ��� ����� ������� �� ���

��������� ��� ��������� �� 1 � ���������� �� S3 ���� ����� 1 ����� �� ��� ����

G1 = {ρ0, μ1}�

������ �	
�	 ��� G �� � ���	
 ����� � � ��� X ���� x ∈ X. ��� Gx ≤ G.

������ ��� x ∈ X. �� � ����� ���� Gx ⊆ G �� ��� ��������� �� Gx� ���� ���� �� e

� ��� �������� �� G, e · x = x �� ���������  �!" ��� � e ∈ Gx. ��	 Gx 	= ∅. ���
a, b ∈ Gx. ���� a · x = x ��� b · x = x. #� (ab) · x = a · (b · x) �� ���������  �!"�

���� a · (b · x) = a · x = x ���� a, b ∈ Gx. ��	 (ab) · x = x � ab ∈ Gx. ��� c ∈ Gx.

���� c · x = x. ��	 c−1 · (c · x) = c−1 · x. #��
������� ��� ���� ��� �� ��� �$	�����

	��� ���������  �!"� c−1 · (c · x) = (c−1c)x = ex = x. #� x = c−1 · x. ��	 c−1 ∈ Gx.

��������� �� �������  �%� Gx ≤ G.

��������� �	
�	 ��� G �� � ���	
 ������ �� � �� X, ���� a ∈ X. ��� ���� �� G

�� X ���������� a � Oa = {g · a : g ∈ G}�

������� �	� 	 ��� S3 ��� �� X ����� X = {1, 2, 3}, ��� ����� ������� �� ���

��������� &����� ���� ��� ������� �� S3 ��� ρ0, ρ, ρ
2, μ, μ1, μ2� ���� ���� ρ0 · 1 = 1,

ρ · 1 = 3, ��� ρ2 · 1 = 2. #� �����	� ���������� ��� ����� ��� �������� �� '��� ����

O1 = {1, 2, 3} = X.

("



��� �����	
�������� ��������� ��� G �� � ���	
 ����� � � ��� X �� a ∈ X�

��� ���� �� ��� ����� �� a� |Oa|� �� ��	�� �� ��� ����� �� ��� ���� �� ��� ���������� ��

a � G� �� G �� ����� ��� |Oa| = |G|/|Ga|�

������ ���� ���� �� 	�
������ ���� |G : Ga| �� ��� ������ �� ���� ������ �� Ga ��

G. �� ���� ���� |G : Ga| = |Oa|, �� ���� ���� ����� ������ � ��������� ������� ���

������ �� Ga �� G� ���� ���� ��� K� ��� Oa. ��� b ∈ Oa. ���� �� 	�
������ � !� �����

������ g ∈ G ���� ���� b = g · a. 	�
�� ��� ��"#

ψ : Oa → K

�� ψ(b) = gGa, ����� b = g · a ∈ Oa� �� ��� ���� ψ �� �������
���� ��� x = y ∈ Oa.

���� ����� ����� g1, g2 ∈ G ���� ���� x = g1 · a ��� y = g2 · a. $� ψ(x) = g1Ga ���

ψ(y) = g2Ga. %�� x = y ��"���� ���� g1 · a = g2 · a. ���� (g−12 g1) · a = g−12 · (g1 · a) =
g−12 · (g2 · a) = (g−12 g2) · a = a� $� g−12 g1 ∈ Ga. %� 	�
������ ���� g−12 g1Ga = Ga

��� ��������� g1Ga = g2Ga. &���� ψ �� �������
���� '� ����� �� ���� ���� ψ �� �

���������� ��������� ��� ψ(c) = ψ(d) ∈ K. $� ����� ����� g, h ∈ G ���� c = g · a ���

d = h · a� $���� ψ(c) = ψ(d), gGa = hGa. %�� ���� h−1gGa = Ga� ����� ��"����

���� h−1g ∈ Ga� %� 	�
������ � (� (h−1g) · a = a. ��������� h−1 · (g · a) = a ���

�� c = g · a = h · a = d. &���� ψ �� � ���������� ��������� )�� ���� �� ���� �� "��*�

�� ���� ψ �� ����� ��� k ∈ G ���� ���� kGa ∈ K. ���� g ∈ kGa �� ��� ���� ��

g · a = k · g1 · a = k · a ��� ���� g1 ∈ G. ���� g · a ∈ Oa ��� ψ(g · a) = ψ(k · a) = kGa.

&���� ψ �� ����� +� ��� ��� �������� ���� ����� ������ � ��������� ���� Oa �� ���

���� ������ �� Ga �� G. ����� |G : Ga| = |Oa|.

������� ����� ��� ,�����$������-�� �������� �� ������������ *��� ������� ����. ���

������ �� G = S3 �� ��� *������� �� � �����.��� ���� ���� |G| = 3! = 6, ��� ����

�!



�������� 	
�� �� 	
�� ���� |O1| = 3 �� |G1| = 2. �� ��� ����� ������� ����� ����

��� ���������������� �������


��������� �	
�	 ��� ���������� �� G �� X �� ��� ����� ����� � G � X

��!�� �" g · x = gxg−1  �� g ∈ G �� x ∈ X.

��������� �	
�	 #�� G �� � �����
 ��� a, b ∈ G ��� ���� �� �� �������� �� G

� ����� ������ � g ∈ G ���� ���� b = gag−1. $ ����� �����% � G �� ����� � ����� �"

��&������% a �� b ��� ��&����� � G � a �� b ��� � ��� ���� �����


��������� �	
�	 #�� G �� � ����� ����� � ����� �" ��&������ �� ��� a ∈ G


��� �������� ����� �� a �� G% ������ Cl(a) = {gag−1 : g ∈ G}, �� ��� ��� � 

��� ��&������ � a. $ ���� ����% ��� ��&����" ����� � a �� ���� ��� ����� � a � ����

�����


'���( #�� G �� � ����� ����� � ����� �" ��&������ �� ��� a ∈ G
 ���%

�������� )�!���� 	
*�% ��� ���������� � a � G �� CG(a) = {g ∈ G : ga = ag} =

{g ∈ G : gag−1 = a}
 ��  ��� )�!���� 	
�+ �� �� ��� ���� ��� ���������� � �

������ � � ����� ����� � ����� �" ��&������ �� ��� ���� �� ��� ����������


������� �	

	 ��� G �� � ����� 	
�� �����	 �� ������ �� �����	����� ��� ��� a ∈ G�

���� |Cl(a)| = |G|/|CG(a)|.

�
���� ," ��� ����� ���������� -������% �� .�� ���� |Oa| = |G|/|Ga|. )�!����

	
�� �� ��� ���/� ������ ������� ���� |Cl(a)| = |G|/|CG(a)|.

��������� �	
�	 #�� G �� � ����� ����� � � ��� X
 ��� ����� �� ������ �������

� φ : G → SX �� �&����/�% �
�
 0��φ = {e} ����� e �� ��� ������" ������ � G.

	�



������� �	
�	 ��� �����	 �
 S3 �	 X = {1, 2, 3}, ��� ��� �
 ������� �
 � ���	���� ��

����
��� �� ��	 ���� ���� �� �����	� �� ��� ��	�� �
 ��� �����	� � ��� ��� �
 �����	��

�	 S3 ����� �� ���� �����	� �	 X. �� ��	 ��� ���� ρ0 ���� ���� �����	� �
 S3. ���

ρ · 1 = 2, ρ2 · 1 = 3, μ1 · 2 = 3, μ2 · 1 = 3, �	� μ3 · 1 = 2. �� 	� �����	� ������� ρ0

���� ���� �����	� �
 X.

�������� �	
�	 ��� G �� � ���� ����	� �	 � ���� X�  ���� G �� ���������� �	

X �
 G ��� �	�� �	� �����

������� �	
�	 ��� ���� �����	 �
 S3 �	 ��� �������� X = {1, 2, 3} �� �	 ������� �

� ��	������ �����	 ��	�� ρ·1 = 2, ρ2·1 = 3, �	� μ2·1 = 3. ����
�� O1 = {1, 2, 3} = X.

������� �	��	  	���� ������� �
 � ���� �����	 �	������ ��� ���� D4, �����

�� � ������� �
 ��� �������� ���� S4. ��� ���� D4 ��	����� �
 ��� ������	�

�	� �!�����	 �
 � �"���� ��� �����	�� �
 D4 �� ρ0, ρ, ρ
2, ρ3, τ, ρτ, ρ2τ �	� ρ3τ

�	� ��	 �� �����	��� �� �	 #���� $� ���� ���� ��� � ���� �����	 �	 X =

{1, 2, 3, 4, s1, s2, s3, s4, d1, d2, c} ���� ����� �����	�� �� ���������� �	 #���� %� ����
�����	 �� 	�� ��	������ ��	�� ���� �����	� �
 D4 �
 ���� si ���� 1 ≤ i ≤ 4 �� ��	�

�� �	���� �����	� �
 ���� si. �� Os1 = {s1, s2, s3, s4}. ��������� O1 = {1, 2, 3, 4},
Od1 = {d1, d2}, �	� Oc = {c}.

�������� �	��	 ��� k �� � �������� �	���� ���� ���	 |X|� ���	 G �� k�����������

�	 X �
 �� ���� ��	�������� �	 ��� ��� �
 k&������ �
 �����	�� �����	�� �
 X� '	 ����

����� 
� (x1, x2, . . . , xk) �	� (y1, y2, . . . , yk) ���� xi, yi ∈ X, 
� ��� i = 1, 2, . . . , k,

���� ������ ���� g ∈ G ���� ���� xi = gyi 
� ��� i = 1, 2, . . . , k. (
��	 �� ����

k&��	������ �����	�� 
� k ≥ 2, �������� ���������� ��������

)���� *������ ��������� ���� M12 �	� M24 �� +&��	������� � "��	����� ��	��&

���� �	�M11 �	�M23 �� ,&��	������ � "������� ��	������ ���������	 ������ '	

$-



������ �� 	�
��� ����
�������� �� D4

������ �� ��� X = {1, 2, 3, 4, s1, s2, s3, s4, d1, d2, c}

��



����� ����� �	
� ��� ��� 	�� �
���
�� ��� �
���
�� ���������� ����
����	� ��	
���

����� ��	� ��� ���������� ��� ��������� ��	
�� ����

������� �	
�	 �	������ ��� ��	
� S4 ������ 	� X = {1, 2, 3, 4}. ��� ��	
� ��� ��

������ �� ��� ����
����	�� 	� ��� ��� X. �� 	���� �	 ������� �	����	� 	� ��� �������

	� ���� ��	
�� �� ��� ����� ���� �� ����� �	����	�� ��� �������� ������ �����

�	�� ���������� !"�� �� ����� #� ��� ������ ����� �	��� # �	 $� $ �	 %� % �	

&� ��� & �	 # �� ���	��� (1 2 3 4). ��� ����	� ����� �	��� �� ������ �	 ��� 	��

������� �	 ��� ����� �� ��� ����� ��� ��� ������ �� �	��� ���' �	 ��� !��� ������

	� ��� ����� ��
� ��� ������� 	� S4 ��� (1� (1 2 3 4)� (1 3 2 4)� (1 4 2 3)� (1 4 3 2)�

(1 3 4 2)� (1 2 4 3)� (1 3)(2 4)� (1 2)(3 4)� (1 4)(2 3)� (1 2 3)� (1 3 2)� (1 2 4)� (1 4 2)�

(2 3 4)� (2 4 3)� (1 3 4)� (1 4 3)� (1 2)� (1 3)� (1 4)� (2 3)� (2 4)� (3 4))� *���� S4 ��

�� ��!����	� � ��� �	����� ����
����	�� 	� X = {1, 2, 3, 4}, �� �� ���� ���� S4 ��

&+����������� ,���� ���� ������������	� 	� S4 �	�� 
� �	 ��� ���� � ��� �	�����

&+�
��� 	� X ��� �� ���������� ���	 ��� 	���� &+�
�� 	� X. ���� ���
� ��� ��

�������-�� �	 Sn �	� ��� �	������ ������� n.

������� �	
�	 .�� G �� � ��	
� ������ 	� � ���� X� .�� k �� ��� ���� 	� ��
�

�	 |X|� ���� G �� ������� k���������� �� �	� ��� ��	 �������� k+�
��� 	� X� �����

�"���� �"���� 	�� ������ g ∈ G ����� ���� ��� !��� k+�
�� �	 ��� ���	���

������� �	
�	 �� �� ��	 ��
� ���� ��� ����	� 	� S4 	� X = {1, 2, 3, 4} �� ������

&+�����������

������� �	
�	 .�� G �� � ��	
� ������ 	� � ��� X� ���� G �� ���� �������

�� ���� ����	� �� ������ #+����������� �� � ��	
� G ���� 	� � ��� X ��� ��� ����	� ��

������
 ��� ���
��� ���� 	�� ��� �������� �� G !"�� ��� �	���� �� X.

$%



������� �	

	 ��� ����� �	
� ��	
� V, �� � ���
��� ��	
 
���� ��� ����	� V ×V →
V �
�� ���� g · x = gx� ��������� �	 ��� �
���������	� ������ ����� �� ����� ����

������

������� �	
�	 ��� G �� � ��	
 ������ 	� � ��� X. � ����� 	� ��� ��� X �� �

�
���� B 	� X ���� ��� �	��	���� �	����� �� gB = {gb : b ∈ B}, ���� gB = B 	�

gB ∩ B = ∅ �	� ��� g ∈ G. �	�� ���� B = ∅, B = X, ��� ��� 	�� 	��� �
���� 	� X

��� ������ ������� ������� ��� 	���� ��	�� �� ������ ���������

������� �	
�	 ��� G �� � ��	
 ������ 	� � ��� X. ���� X �� ���� �	 �� ���������

�� �� �	������ �	 �	����!��� ��	����

��� �	��	���� ���	���� ��� ��"����	�� ���� �� 
��� �	 �	!� ���	��� ��## ���

$	�	����� ��#%� ����� ��� 
��� �� &����	� ' �	 �	!� ��� ��������� 	� ����� 	� ���

(�����
 ��	
��

������� �	
�	 ��� G �� � ���	
 ����� ����������� � � ��� X �� �	

��� ��� ����

�� X �� � ��� B �� � �������� ����� �� X. ��� ��� �������� ��� ��	��

�� �� g ∈ G ��� gB �� � ������

�� ����� ��� ������� g1, g2, . . . , gm �� G �	�� ���� Y = {B, g1B, . . . , gmB} �� �


������� �� X.

������ )� ���
�� gB ∩ hgB 	= ∅ �	� �	�� h ∈ G. &���� B �� � ��	��� B = g−1hgB

	� B ∩ g−1hgB = ∅. &���� gB ∩ hgB 	= ∅� B ∩ g−1hgB 	= ∅. ��	�� ���� ��� ����

���� B = g−1hgB� ���� ������ ���� gB = hgB. ������	�� gB �� � ��	���

�� ��� b ∈ B ���� x1 	∈ B. ���� ����� G ���� ��������!��� 	� X, ����� �*���� g1 ∈ G

�
�� ���� g1b = x1. ���� ������ ���� B 	= g1B ��� ������	��� ����� B �� � ��	���

�'



B ∩ g1B = ∅. �� B ∪ g1B = X ���� �� �	� 
���� �� ��� ���� ��� x2 	∈ (B ∪ g1B).

���� ���	� ������ g2 ∈ G ���� g2b = x2. ���	���	� ����� B ��
 g1B �	� ������

g2B �� 
������� �	�� ���� B ��
 g1B. ����� ��� ���� �	������ ��� ��� ���

���� ���������� �� ���� ���� � ��	������ �� X.

��������� �	
�	 ��� G �� � �	��� ������ �� � ��� X ��
 ��� H ≤ G. ��� ���� ��

H �� X ���������� x �� OHx = {hx : h ∈ H}.

������� �	
�	 ��� G �� � ���	
 ����� � � ��� X ���� x, y ∈ X. ��� H �� �

�	����	
 �� G. �	

��� ���� OHx ∩ OHy 	= ∅. ��� OHx = OHy. �� H �G ��� OHx

��� ��� x ∈ X ��� ������ �� X.

������ ��� G �� � �	��� ������ �� � ��� X ���� x, y ∈ X. ��� H �� � ����	��� �� G.

������� ���� OHx∩OHy 	= ∅.  ��� ���� ����� OHx∩OHy 	= ∅, ���	� ������ �� �������
a �� ���� �� ����� �	����� �� a = h1x ��
 a = h2y ��	 ���� h1, h2 ∈ H. !�� ����

h1x = h2y. �� x = h−11 h2y ��
 y = h−12 h1x. ���� y ∈ OHx ��
 x ∈ OHy. �������

b ∈ OHy. ���� b = h3y ��	 ���� h3 ∈ H. ����� y ∈ OHx, y = h4x ��	 ���� h4 ∈ H.

���	���	� b = h3y = h3h4x. ���� b ∈ OHx. �� OHy ⊆ OHx. ������	�� OHx ⊆ OHy.

���	���	� OHx = OHy.

������� ���� H � G ��
 ��� g ∈ G. "����� ���� gOHx ∩ OHx 	= ∅.  ��� ����
�� a ∈ gOHx ���� a = ghx ��	 ���� h ∈ H. ���� ����� H �� ��	��� �� G, a =

(ghg−1)gx = h1(gx) ��	 ���� h1 = ghg−1 ∈ H. ����� G �� ������ �� � ��� X, gx ∈ X.

���� a ∈ OH(gx). �� gOHx ⊆ OH(gx). ��� b ∈ OH(gx). ���� b = h1gx ��	 ���� h1 ∈ H.

!� ��� ��	������ �� H �� G, b = h1gx = g(g−1h1g)x = gh2x ��	 ���� h2 ∈ H. ��

b ∈ gOHx. ���	���	� OH(gx) ⊆ gOH(x)� �� OH(gx) = gOHx. ���� �� ����������

gOHx ∩ OHx 	= ∅. !�� ���� OH(gx) ∩ OHx 	= ∅. �� �� ��� #	�� ��	� �� ���� �	���

$%



OH(gx) = gOx = OHx.

������� ��	�� ��� G ��� �� � ��� X �	�
 �
�� �
�� ������ �� �	���� �����������

�
�� X �� ����������

������ ������� �� ��	
�����
��	 ������ X ��� � 	�	
������ ����� B �� |B| > 1

�	� B 	= X. ��
 x, y ∈ B ��
� x 	= y. ��
 z 	∈ B. ��
� 
��
 (x, y, ∗, . . . , ∗) �	�
(x, z, ∗, . . . , ∗) ��� k�
����� �	 X. ��	�� X �� k�
��	��
���� 
���� ����
� g ∈ G ���� 
��


gx = x �	� gy = z �� ���	�
��	 �� k�
��	��
���  �
 
��	 ��	�� z 	∈ B �	� z ∈ gB,

�� 
�� ���	�
��	 �� ������ B ∩ gB = ∅. ����� ��	�� x ∈ B �	� x ∈ gB, B ∩ gB 	= ∅.
!��� �� � ��	
�����
��	 !�������� X �� �����
���

������� ��	
� ��� G �� � ���	� ������ �� � ��� X ������������ �
�� X �� ���������

�� ��� ��� ��� ��� ���
 x ∈ X, �
� ��������� Gx �� � ������ ������ �	����	� �� G�

������ ������ X �� �����
��� �	� ��
 x ∈ X ������� �� ��	
�����
��	 �������


��
 
���� ����
� � ���"���� H ���� 
��
 Gx � H � G. #��	� B = OHx. !� ��� 
��


B �� � ������ ��
 g ∈ G �	� ��
� OHx ∩ gOHx 	= ∅. �� 
���� ����
 h, h′ ∈ H ���� 
��


hx = gh′x. !��� ������� 
��
 x = h−1gh′x. �� h−1gh′ ∈ Gx � H. !�������� g ∈ H.

!��� gB = gOHx = OHx = B. $�	�� B �� � ����� ��� �
 �����	� 
� �� ����	 
��


B �� 	�	
������ ��� B 	= ∅ ��	�� B ∩ gB 	= ∅. %� B = X, 
��	 ��
 g ∈ G ��
� g 	∈ H.

!��	 ��	�� 
��� �� � 
��	��
��� ��
��	� gx ∈ X = B� �� gx = hx ��� ���� h ∈ H. ��

h−1gx = x. !�������� h−1g ∈ Gx � H.  �
 
��	 g ∈ H ����� �� � ��	
�����
��	 ��

B 	= X. ���� ��	�� Gx � H, H 	= {1}, �� B �� 	�
 � �	�����	
 ��
 ��� �� B = {x} 
��	
OHx = {hx : h ∈ H} = {x} ≤ Gx �� X �� 	�
 �����
���� ����� �� � ��	
�����
��	

!��� Gx �� � ������� ������ ���"���� �� G.

������ 
��
 ����� Gx �� � ������� ������ ���"���� ������� �� ��	
�����
��	

&'



������� ���	� �
���� � ��	����� ����� B � X. ���� ��� ����	��� H �� G �� ��������

H = {g ∈ G : gB = B}

��� ��� x ∈ B. �� ����� ���� Gx ⊆ H. ��� g ∈ Gx. �� ������� �� ����� �����	

gB = B �	 gB ∩ B = ∅. ��� �� ��� ���� x ∈ B �� gx = x �� ��� gB = B.

!��� g ∈ H, �� Gx ⊆ H. ��� B �� ��	����� �� ���	� �
���� y ∈ B ���� y 	= x.

���� G ���� � X �� �	��������� ���	� �
���� g1 ∈ G ���� ���� g1x = y. �� g1 	∈ Gx,

��� g1 ∈ H. �� Gx � H. �� ����	�� "#$% ��	� " H = G �� ��� �� B = X. ����

Gx � H � G ����� �� � ���	�������# �� ���	� �
���� � ��	����� ����� B � X.

!��� X �� �	�������#

��������� �	
�	 ��� G �� � �	��� ����� � � ��� X# ��� H ≤ G. ��� ��� �����

� X �� ���� �� �� H���������� �� OHx = X ��	 ��� x ∈ X.

������ �	
�	 ��� G �� � ���	
 ����� � � ��� X� �� ��� ����� � X �� ������	�

�� 
��������� H �G� �� H 	= {1}� ��� X �� H�����������

������ �� ����	�� "#&' ��	 ��� x ∈ X OHx �� � �����# ���� G �� � �	������� ����� 

�����	 OHx = X �	 OHx = {x}. (� OHx = {x}, h · x = x ��	 ��� h ∈ H. ���

φ(h)(x) = x ����� ������� ���� h ∈ )�	(φ) ��	 ��� h ∈ H. ��� ���� ����� �� �������� 

�� OHa 	= {x}. ���� X �� H*�	�������#

������ �	
�	 ��� G �� � ���	
 ����� � � ��� X. ��� X �� ������	� �� 
��������

�� �	

��� Gx �� ���
��� ��� ������ G �� ���
�� �� ��� ����� H � G, �	�� ����

H 	= {1}, H ���� ���	����� � X.

������ +����� H 	= {1} �� H�G. �� ����	�� "#&, X �� H*�	�������# �� �����	 H

���� 	�����	�� �� |Hx| = 1 ��	 ��� x ∈ X, �	 H ∩Gx 	= {1} ��	 ���� x ∈ X. �������

"&



H ∩ Gx 	= 1. �������� H ∩ Gx � Gx. ��	 g ∈ Gx �
� h ∈ H ∩ Gx. ��
 ghg−1 ∈ Gx.

��	 ��
�� H �G, ghg−1 ∈ H. �������� ghg−1 ∈ H ∩Gx �
� H ∩Gx �Gx. ��
�� Gx

�� ������� H ∩ Gx = Gx �� H ∩ Gx = {1} ��� �� 
�	 ��������� ��� Gx ⊆ H. ��

������ ����� ��	�� H = Gx �� H = G. ��
�� H �� 	��
��	���� H 	= Gx. �������� G

�� �������

��������� �	

	 ��	 G ��	 �
 X �
� Y. � ��
�	��
 φ : X → Y �� ������ � G���

�� φ(gx) = gφ(x) ��� ��� g ∈ G �
� x ∈ X.  � φ �� �
�!	�!�
� �
� �
	�� 	�
 φ �� �

G������������ �
� X �
� Y ��� ����������	

������� �	
�	 ��� G �� � ����� 	
�� �����	 �� � ����� ��� X �
����������� ���

H � G ��� ��� ��� ������ �� H �� X �� 
�	���
� ��� x ∈ X ��� ��� Gx ��� ��

H∗�H\{e} �� �����	������ ���� H∗ ��� X\{x} �
� Gx������
����

�
���� "�#
� φ : H∗ → X\{x} �� φ(h) = h · x ��� h ∈ H∗.  � ��� ���� h, k ∈ H∗,

φ(h) = φ(k), 	�
 hx = kx. ��� ������� 	�	 h−1k ∈ Hx. ��
�� H �� ��$�����

Hx = {1}. ��� h−1k = 1 �
� �� h = k. �������� φ �� �
�!	�!�
�� ��
�� H ��

��$����� |OHa| = |X| ��� �
� a ∈ X �
� |Ha| = 1. �� 	� %���	!�	�����&�� �������

|X| = |H|
|Ha| = |H|. ��
 |X\{x}| = |H∗|. �� φ �� ���� �
	�� �� ��� 	�	 φ �� � Gx!

���� ��	 g ∈ Gx �
� h ∈ H∗. ��
 ��
�� Gx ��	� �
 H∗ �� ��
'�$�	��
� φ(g · h) =
φ(ghg−1) = ghg−1x = g · hx ��
�� g ∈ Gx. ����� gφ(h) = ghx. �������� φ �� �

Gx!���������� �
� H∗ ∼= X\{x}.

��� ��� ��	
� ���
���

�� ����� ������� ���� ��	 $����� �
� ���$����� �� ������ 	�	 ��� ������ ��

������ �� ������� �������	��
� �� 	� ����� ������� �
����� ������ 	�	 $�����

�(



���� ������	 
��
������ �	 ����� ��� ���
��� ���� �� ���� ������	 ���� �� ��� ��


���� ��� ���
������ �� ��� ������� ����
��

��������� �	
�	 � ����
 G �� ��� �� �� ����� �� ����� ������ �	 �����	� g ∈ G ����

���� G = {gn : n ∈ Z}. �� �	��� ����� ����
� G = 〈g〉 �	 ��� G �� ���������

� g�

������� �	��	 ��� G �� � ����� 	
��� ��� ��� g1, g2, . . . , gr �� 
�
����������� ��

��� �������
�� �����	��� �������� ���� |G| = |Z(G)|+
r∑

i=1

|G : CG(gi)|.

�
���� ���� ���� ��� ��	������ ������� 
�������	 G. ��� x ∈ Z(G). ���	 Cl(x) =

{gxg−1 : g ∈ G} = {xgg−1 : g ∈ G} = {x}, ��	�� x ∈ Z(G). ��������� ���� �����	�

�	 ��� ��	��� �� ��	���	� �	 ��� ��	 ��	������ ������ �� G = Z(G) ∪ (∪Cl(gi))

����� Cl(gi) ��� �����	� �	 Z(G) �� �����	� ���� ��� ��	������ �������� ���������

|G| = |Z(G)|+
r∑

i=1

|Cl(gi)| = |Z(G)|+
r∑

i=1

|G : CG(gi)| �� �������  �!!�

����� �	��	 ��� G �� � ����� 	
�� ���� �� ����
����� 
��
 ���	
���� ���� G

�� �������

�
���� ��	�� G �� � ����
" �� G = {1}, ���	 G = 〈1〉 �� ������� ��

��� G 	= 〈1〉. ���
g ∈ G. ��	�� G �� #	���" |g| = k ��� ���� k ∈ Z$ �	 ����� ����" ����� ������ �	 �	�����

k ���� ���� gk = 1. %� 1 < k < |G|, ���	 G ���� ���� � 	�	������� 
��
�� �������


��	����� �� g. ���� |G| = k. ���	 G = 〈g〉 �	 ���� G �� �������

������� �	��	 ��� G �� � ����� ������� 	
�� ��� p � 
��� �������	 ��� �
��
 ��

G. ���� G ��� �� ������� �� �
��
 p.

�
���� &����� �� �	�����	 �	 |G|. %� |G| = 1 ����� �� 	����	� �� 
����� %� |G| = 2 ��

|G| = 3 ���	 G �� ������ �	 ��� �	 �����	� �� ����  �� ' ���
��������� ������ ���

 (



��������� �� ��	� 
�� ��� ������ ���	�� �
 ����� ���� ���� |G|. �
 |G| ��� �� ����������
������ �	���	��� ���� G �� ������ ��� �����
��� ��� �� ������� �
 ����� p. ��� H

� � ����������� ������ �	���	� �
 G. �
 p | |H|, ���� � ��� ���	����� �����������
H �������� �� ������� �
 ����� p ��� �� G �������� �� ������� �
 ����� p. ���	��

p � |H|. ����� G �� ������� H � G �� �� ��� �������� ��� ������ ���	� G/H. ���

|G/H| = |G|/|H| < |G| ��� p | |G/H|. �����
��� � ��� ���	����� ����������� G/H

�������� �� ������� �
 ����� p. �� ����� ������ �� ������� bH ∈ G/H �
 ����� p.

��	� (bH)p = H. ���� ������� ���� bp ∈ H. ��� c = b|H|. ���� ���� cp = b|H|p = 1.

����� |c| | p, ������ |c| = p �� |c| = 1. �
 |c| = 1, ���� c �� ��� �������� �������� ��

H = eH = b|H|H = (bH)|H|. �	� |bH| = p �� p �	�� ������ ��� ����� �
 H. ���� �� �

�������������� �����
��� |c| = p ��� G ��� �� ������� �
 ����� p.

�������� 	�
��
� ��� p �� � ���	� �
� G � �
��� ����� �� p ������� ��� �����

�� G, ���
 G ��� �
 ���	�
� �� ����� p.

������  ������ � ���	����� �� |G|. �
 |G| = p ���� � ��������!� �������� ��� ����

������� �	���	�� �
 G ��	�� � G �����
 ��� ��� ������� �	���	�� �����
��� �

����� "�#$� G �� ������ ��� ��� �� ������� �
 ����� p. ���	�� ���� �
 H �� � ���	�

���� |H| < |G|, ��� p | |H|, ���� H ��� �� ������� �
 ����� p. �
 p ������� ��� ����� �


��� ������ �	���	� �
 G, � ��� ���	����� ����������� ��� �	���	� ��� �� �������

�
 ����� p ��� �� G ��� �� ������� �
 ����� p. �	����� �� ������ �	���	� �
 G ���

����� �������� � p. ��� g1, g2, . . . , gr � ��������������� �
 ��� ���������� ���%	����

������� �
 G. ���� � ������� "�#&� |G| = |Z(G)|+
r∑

i=1

|G : CG(gi)|. ����� ���� gi ��

����������� �� 
������ ���� CG(gi) � G. �� p � |CG(gi)|� ����� p | |G|, p | |G : CG(gi)|

�� ��� i = 1, 2, . . . r ��� �����
��� p |

r∑
i=1

|G : CG(gi)|. ��	� p | |Z(G)|. '����� Z(G)

�	�� ��� � � ������ �	���	� �
 G. �����
��� Z(G) = G ��� G �� ������� ��

(&



������� ��	�
 ��� ����� ��������

��� ��������	
�	�� ������� ��� K � G ��� ����� φ : G → G/K �	 φ(g) =

gK. 
��� φ ������ � �� � � � �� ������������ ������� ��� ��� � �������� �

G ��������� K ��� ��� ��� � ��� �������� � G/K.

�� K ⊆ S ⊆ G, ��� ��� ������� � G/K �� ������ �	 S∗ ����

�� S∗ = S/K = φ(S),

�� T ⊆ S �� ��� ��	 �� T ∗ ⊆ S∗, ��� ���� |S : T | = |S∗ : T ∗|�

�� T � S �� ��� ��	 �� T ∗ � S∗ ��� ���� S/T ∼= S∗/T ∗�

���� �� ���� ����� ����� ��� ��� ��� ����� ��� ����� ���� �� ��� ��������� ��� ��

������� �� ��� ���� φ �� ����������
 ��� S ��� T �� ������� �� G ���� ���� �������

K ��� ����� S/K = T/K. �� ���� �� ���� ���� S = T. ��� s ∈ S. ���� sK = tK

��� ���� t ∈ T. ���� t−1sK = K, �� t−1s ∈ K ��� ��� s = kt ��� ���� k ∈ K.

��������� s ∈ K ⊆ T. ���������
 s−1t ∈ K, �� t = sk′ ��� ���� k′ ∈ K ⊆ S. �� S = T.

�� ��� A �� � ������ �� G/K.  �!�� S = φ−1(A). "��� ���� ��� �������� �� �

������ �� ��� �������� �� � ������ �� ��� ������� #���
 S ��� �������

K �� ��!������� ������
 S/K = φ(S) = φ(φ−1(A)) = A
 ����� φ ������ �� �����

�� ��� T ⊆ S. ���� ������ tK ∈ T/K. ���� ����� t ∈ S, tK ∈ S/K. �� T/K ⊆
S/K. ��� t ∈ T. ���� tK = sK ��� ���� s ∈ S. �� ���� ��� ���� �������

�� �� ��� ����� ��� ��� �� ����������
 T ⊆ S. �� ��� ���� |S : T | = |S∗ : T ∗|,
��!�� ��� ��� ψ : S/T → S∗/T ∗ �� ψ(sT ) = φ(s)T ∗. ��� ψ(aT ) = ψ(bT ).

���� φ(a)T ∗ = φ(b)T ∗ ��� �� aKT ∗ = bKT ∗. ��� aT = bT. �� ψ �� �������

���� �� ��� ���� ψ �� ����
 ��� cT ∗ ∈ S∗/T ∗. ���� ����� φ �� ����
 ����� �$����

%�



���� d ∈ S ���� φ(d) = c. 	�
��� cT ∗ = φ(d)T ∗. �� ���
 ψ(dT ) = φ(d)T ∗.

���� ψ �� �
��� �� |S : T | = |S∗ : T ∗|.

��������� �	
�	 � �
��� p����� �� � ����� ����� ����� �� pn ��� ���� n ≥ 1�

��������� �	
�	 � �
��� p�������� �� � ����� G �� �
� �������� �� G ���� ��

���� � p�������

��������� �	
�	 ��� G �� � ����� ���� |G| = m · pn ����� n ≥ 1 �
� p � m� �

����� p�������� �� �
� p��������� �� G ����� ����� �� pn� ��� ��� �� �����

p���������� �� G �� ��
���� ���p(G)� �� ����� P �� � ����� p��������� �� G ��

P ∈ ���p(G)�

����� �	
�	 ��� P �� � ����� p	
��� �����
 �� � ����� ��� A. ��� A0 = {a ∈ A :

g · a = a ��� ��� g ∈ P} ⊆ A� ���� |A0| ≡ |A|���� p��

������  ��� ���� A = A0 ∪ Oa1 ∪ · · · ∪ Oak �� � ������ �� ���!��
� �
��
� ����� ��� ai

��� �������
����"�� �� ������ ���� ��#� ������� ���
 $� ��
�� A0 �� ��� ���!��
� �
��


�� ������ �� A ����� a. ��� %������������#�� &������
 ������� ���� p | |Oai | ��� ���
i = 1, 2, . . . , k ��
�� P �� � p������� ��������� p|(|A| − |A0|)�

����� �	
�	 ��� G �� � 
��� ��� ���� |G| = pnm ����� p � m. ��� H �� �

p	��
��� �� � ����� 
��� G� ���� |NG(H)| ≡ |G : H|���� p��

������  ��� ���� |H| = pi ��� ���� i = 1, 2, . . . n. �� |G : H| = mpn−i. ����� |NG(H)| |
|G| �
� |H| | |NG(H)| �� �����
��'� �������� ��� |NG(H)| �� mpj ��� ���� i ≤ j.

�� ���
 |NG(H)| = mpj ≡ mpn−i(��� p)� 	�
�� |NG(H)| ≡ |G : H|(��� p)�

��� ����� ��������	 ��� p �� � ������ G � ����� 
��� ��� ������ p | |G|.

*+



�� ��� |G| = pnm,n ≥ 1, p � m� ���� 	
� ��� i, 1 ≤ i ≤ n, ����� �� � �����
�� 
	

G 
	 
���� pi. ����� �����
�� 
	 ��� 
���� pi �� � �
���� �����
�� 
	 � �����
��


	 
���� pi+1, 1 ≤ i ≤ n− 1. ��� 
���� �
���� G 
������ � ���
� p������
��� 

!� �	 P ∈ Sylp(G) ��� Q �� ��� 
���� p������
�� 
	 G ���� Q ⊆ kPk−1 	
� �
��

k ∈ G�

"� ��� |G| = pnm,n ≥ 1, p � m ��� ��� np �� ��� ������ 
	 ���
� p������
��� ��

G� ����#

�� np ≡ 1 ��
� p � ���

�� np | |G|�

$�

	�

�� ������� 	
 �������� �� i. �� i = 1, G ��� � �	���� �� ����� p 	
 ����
��

�������� ������ G ��� � �	���� �� ����� pi ��� ���� i, 1 ≤ i ≤ n−1. ����

|G : H| = pn−im. ��������� p | |G : H| ����� ������� ���� p | |NG(H) : H| �	

����� �� !"� #� H ≤ NG(H) �� �������� NG(H)/H. #
 ����
�� �������$

NG(H)/H ��� �� ������� �� ����� p. %���� NG(H)/H ��� � �	���� �� �����

p. #
 ��� �������������� �������$ ����� �&���� � �	���� H1 �� NG(H)/H

��� ���� H ≤ H1 ≤ NG(H) ��� |H1 : H| = p. �� H �H1 ��� H1

H
��� ����� p.

���������$ |H1| = pi+1. ��� ��� ����� �� ���'���

�� ��� P ∈ �
�p(G). ��� Q ��� �� ��� ��� A = G/P � ���� |A| = |G|/|P | = pnm
pn

=

m ��� p � m. (��� �������� ��� ��� A0 = {a ∈ A : g · a = a ��� ��� g ∈ Q}.
)��� ���� |A0| ≡ |A|���� p" 	
 ����� �� *� �� ��������� |A0| 	= 0. ( �
�����

++



������� �� A �� gP. �	 gP ∈ A0

�
 ��� 	�� �
 q · (gP ) = gP 
	� ��� q ∈ Q

�
 ��� 	�� �
 (qg)P = gP 
	� ��� q ∈ Q

�
 ��� 	�� �
 g−1qgP = P 
	� ��� q ∈ Q

�
 ��� 	�� �
 g−1qg ∈ P 
	� ��� q ∈ Q

�
 ��� 	�� �
 g−1Qg ⊆ P.

��� |g−1Qg| = |Q| = |P | �	 g−1Qg = P. �����
	�� P ��� Q ��� �	�������� ��

G.

�� ��� np �� ��� ������ 	
 ��	� p������	��� 	
 G. ��� P ∈ ��p(G). � ���

��� ��� 	
 ��	� p������	��� 	
 G ��� ��� �	�������� 	
 P �� G. ����� ����

��	� p������	�� �� � �	������� 	
 P �� G �
 Q �� � ��	� p������	�� ����

Q = kPk−1 
	� �	�� k ∈ G. !	� NG(P ) = {g ∈ G : gPg−1 = P} ���

|G : NG(P )| �� ��� ������ 	
 �������� 	
 G ��"���� � ��� ������ 	
 ��������

�� NG(P ). �	 |G : NG(P )| ��"�� ��� ������ 	
 �������� �� G ���� gPg−1 �	�

�#��� �	 P. �	 |G : NG(P )| ��"�� ��� ������ 	
 �����	��� �	������� �	 P.

���� |G : NG(P )| = np. �	 ���� np | |G|. ��� P ��� 	� � ��� A 	
 ��� ��	�

p������	��� 	
 G ���� ���� P × A → A �� ��$��� � g · a = gag−1. %����� ���

��� A0 = {a ∈ A : g · a = a 
	� ��� g ∈ P}. �	 |A| = np ��� np ≡ |A0|��	�

p�� ��� R ∈ ��p(G) ��� ����	�� R ∈ A0� ���� g · R = R 
	� ��� g ∈ P. ����

�� ���� �
 ��� 	�� �
 gRg−1 = R 
	� ��� g ∈ P. �	 g ∈ NG(R) 
	� ��� g ∈ P. �	

P ≤ NG(R). �	 R ��� P ��� ��	� p �����	��� 	
 NG(R). �����
	�� � ����

��� P ��� R ��� �	������� �� NG(R). ��� NG(R) = {g ∈ G : gRg−1 = R},

�&



�� R ��� ���� �	 ���
���	 ��� ��	�� �� �� ��������	�� ��	�	���	 P = R. ��

A0 = {P}. �	��	 np ≡ 1���� p��

������� ��		� ��� G ��� �� � ��� X. ��� X 	� 
��������� ��� k ≥ 3 ��� |X| = n.

�� G ��� � ������� ������ ��	����� H ���� k ≤ 4� ���

�� �� k = 3 ���� H ∼= Z3 ��� n = 3 �� H � �� �	���� ����� ������� ��� n = 2m.

�� �� k = 4 ���� H ∼= V ��� n = 4.

������ �� X �� k��������	 ��� k ≥ 3, �	� ��� ���	 � 	� x ∈ X Gx ��� (k − 1)�

�������	�� �� X\{x}. �� �		 ��� �� ��	! ������	� (x1, . . . , xk−1) ��� (y1, . . . , yk−1)

��	�	 xi, yi ∈ X\{x} ��� �	�	 (k− 1)��"�	� ��	 ������� #�����	� ������ k��"�	�

(x1, . . . , xk−1, x) ��� (y1, . . . , yk−1, x). ����	 G ��� k��������	�� �� X, �	�	 	 ���

g ∈ G ���� �� gxi = yi ��� ��� i = 1, . . . , k − 1 ��� gx = x �� g ∈ Gx. ���� Gx ���

k − 1��������	�� �� X\{x}. $���! �� ��	��	� %�&'! Gx ��� (k − 1)��������	�� ��

H∗ = H\{e}, ��	�	 ��� ����� �� �� ���
�������

(� $����	 �� k = 3. ��	�	���	 H∗ �� "������	 �� ��	��	� %�&% ��� �	�"	�

� Gx. )�	 �� |H| ≤ 3. *	 h ∈ H∗. �� �		 �� B = {h, h−1} �� � ����+!

�	 g ∈ Gx. $����	 gB ∩ B 	= ∅. ��""��	 h ∈ gB. ���� 	��	� h = g · h ��

h = g · h−1.
�� h = g · h, �	� h = ghg−1 ��� �	��	 h−1 = (ghg−1)−1 = gh−1g−1 = g · h−1.
�� h = g · h−1, �	� h = gh−1g−1 ��� �� h−1 = (gh−1g−1)−1 = ghg−1 = g · h.
���� �� h ∈ gB �	� h−1 ∈ gB. ���������! �� h−1 ∈ gB �	� h ∈ gB. ���� ��"��	�

�� B ⊆ gB. ����	 |H∗| �� � ��� %! |B| = |gB|. ���� B = gB. �	��	 B �� �

����+�

,-



����� ���� �� 	 
������� 	������ ������ H∗ = B = {h, h−1} �� B = {h}. ��

|H∗| = 2 ���� H ∼= Z3 	�� n = 3. �� |H∗| = 1 ���� |h| = |h−1| = 2 ��� ���� H

�� 	 ����� ���������
 ����� �	� ����� � 	�� n = |H| = 2m.

�� ������ k = 4. �� k − 1 = 3 	�� |H∗| ≥ 3. ���	�� ��	� V �� �����	�� �����

H �� �����	�� 	�� |H| ≥ 4, ���� ��
� �� V �� ����	���� �� H. ������ ����

{e, h1, h2, h3}. ����� Gx 	��� ����	�������� �� H∗, �� �	� ��� ��	� Gx,h1  �����

�� ��� ��	����!�� �� h1 �� ��� 	����� �� Gx �� H∗" 	��� ����	�������� �� H∗\{h1}.
#��� 	����� �� 	��� 
������� �� #������ ��$�� %������� B = {h2, h3}. �����

��� 	����� �� ����	������� ��� ��� ����
��� (h2, h3), ����� �&���� g ∈ Gx,h1 ����

��	� gh2 = h3. �� ���� gB = B. �� ����� ���� 	������ g′ ∈ G ���� g′ 	= g−1,

���� gB ∩ B = ∅. �� B �� 	 ����'� ����� H∗\{h1} �� 
�������� B = H∗\{h1}.
#�������� |H| = 4 	�� H ∼= V.

����� ����� n = 4, 	�� �� ��(������ k ≤ n, k ≤ 4.

������� ��	
� ��� G �� � ���	
 ����� � X �	�� ���� ��� ����� �� ������	� ��

k���������� ����� k ≥ 2. ���	�� ���� Gx �� ���
�� ��� ���� x ∈ X�

�� �� k ≥ 4� ��� G �� ���
���

�� �� k = 3 �� |X| �� �� � 
���� �� �� ������ G ∼= S3 � �� G �� ���
���

������ )� *� #������ ��$+� G �� ������ ���
�� �� G ����	��� 	 �����	� ����	�

�������
 H. �� H �&���� ���� #������ ��,, ��	��� ��	� k ≤ 4 	�� �� k = 4,

H ∼= V 	�� |X| = 4. �� H ≤ S4. *�� ���� ���� �� 	 �������
 �� S4 ����� ��

-���	������  .���	 ��+�"� �� H ∼= S4. #�� ��	����!�� Hx ��� x ∈ X �� S3. *��

S3 �� ��� ���
��� �� G ���� �� ���
���

�+



�� ���� ���� 	
 ������ ���� ���� ������ G ∼= S3 �� G ��� � ������� �����

��	����� H ∼= Z3 ��� |X| = 3 �� H �� � �
��� ����	����� ��� |X| = n �� �

����� �� �� ����� G 	∼= S3. �� H ∼= Z3. ��������� |X| = 3. ��� ���	��� �� �� �

����� �� S3 �� S2
∼= Z2� ���!� �� ������ �� S3 �� ��� �"!�������

� ��� ����	 
��� ��� ������ 	�����

��� ��� 	�!#������ �� ������ �� ����� �� ������� ��� �������������� �� ��� $������

%������ ���� ��!���� ���� �"����� ��� 	����
 %���
 !��� ��� ��� �� ������� �� ���

������� �
����� � ������� �
��� �� ����
 � ��� �� ��	���� ���!� ��� !����� �����

!������ !�������� ��� 	����
 %���
 !��� �� �&��'����� �� ��� �����!���� ������� �
���

���!� �� ���� �� ��(�� ��� ������� �� ��� $������ %������

��� �����	�
��

��������� �	
	 )�� X 	� � (���� ��� �� �������� � ����� ����� ����� C 	����

�� X� �� � ��	���!� �� ��� ����� ���� P (X). ���� ��	���!� �� �'�� ��� (��� F2 �����

�������� �� ��(��� 	
 A+B = (A ∪B)\(A ∩B) ��� ��� A,B ∈ P (X). $�������!�����

�� ��(��� 	
 A · B = |A ∩ B|��� 2) ��� ��� A,B ∈ P (X).*+,

��������� �	�	 )�� C 	� � 	����
 ������ !��� 	���� �� X. ��� ������ �� C �� |X|�

��������� �	�	 � 	����
 ������ !��� C �� ���� �� ��� !���������
 �� �'��
 ������


��	��� �� C �� �'���

��������� �	�	 � 	����
 ������ !��� C �� ������ ���� �� ��� !���������
 �� �'��


������
 ��	��� �� C �� ��'���	�� 	
 �����

+-



��������� �	
	 ��� ������ ������ �� � ��	�
� ��	��
 ��� C �� ��� �
��	����� ��

��� �������� 	�	����� ������ �	 C.

��������� �	�	 ��� C �� ��� ��	�
� ��	��
 ��� ���
 X. ��� ��� �� C �� C† = {A ∈
P (X) : |A ∩B| ≡ 0 ���� 2) ∀B ∈ C}.

��������� �	�	 � ��	�
� ��	��
 ��� C �� ������� �� C = C†.

��������� �	�	 ��� 1 < k < m < n �� �	����
�� � ������� ������� �� ����

S(k,m, n) �� �	 �
��
�� ���
 (X,B) ���
� X �� � ��� ���� n �����	�� �	� B �� �

������ �� ������� �� X� ��� ������ B ∈ B ��� m �����	��� �	� ���
� ��� �� k �����	�

�����	�� �
�� X ���� �	 � �	���� ����� B ∈ B�

�	 ����
 ��
��� ���� ������ �� � ��� ��
(nk)
(mk)

������� �� X, ��� �� �� � m ���� ���

�
���
�� ���� ���
� ��� �� �����	� k �����	�� �� �	���	�� �	 �	� �	� �	�� �	� ��

����� �������� !�
���
��
�� ��� Y ⊆ X ���� |Y | = t ≤ k �	� ��� X ′ = X\Y �	�

S ′ = {A\Y : A ∈ S, Y ⊆ A}.

���	 S ′ �� � ��� �� (m − t)"�����	� ������� �� ��� (n − t)"�����	� ��� X ′� �� B �� �

(k− t)"�����	� ������ �� �	 �����	� �� S ′ ���	 Y ∪B �� �	���	�� �	 � �	���� A ∈ S.
���	 B ⊆ A\Y ∈ S ′. #� S ′ �� �	 S(k − t,m − t, n − t) #���	�
 ������ �	 X ′� ����

|S ′| = (n−t
k−t)
(m−t
k−t)

������ �	�	 ���� �� �	 �����	��
� �$����� �� � #���	�
 #������ ��� X �� ��� ���

�� % ���	�� �	 ��� ����
 ���� F 2, �� ����	���	 &� ���
 ��� '��� �� ( �����	��� !�


��� ���� �� ���� �$������ �	����
 F = {0, 1, 2}. #�

X = {(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 1), (1, 2), (2, 0), (2, 1), (2, 2)}.

()



������ ��	� ������
B(0,0)(0,1) {(0, 0), (0, 1), (0, 2)}
B(0,0)(1,0) {(0, 0), (1, 0), (2, 0)}
B(0,0)(1,1) {(0, 0), (1, 1), (2, 2)}
B(0,0)(1,2) {(0, 0), (1, 2), (2, 1)}
B(0,1)(1,0) {(0, 1), (1, 1), (2, 1)}
B(0,1)(1,2) {(0, 1), (1, 0), (2, 2)}
B(0,1)(2,2) {(0, 1), (2, 0), (1, 2)}
B(1,0)(0,1) {(1, 0), (1, 1), (1, 2)}
B(1,0)(1,1) {(1, 0), (2, 1), (0, 2)}
B(1,1)(1,2) {(1, 1), (2, 0), (0, 2)}
B(1,2)(1,0) {(1, 2), (2, 2), (0, 2)}
B(2,0)(0,1) {(2, 0), (2, 1), (2, 2)}


���� � ������ ������� ���	 ���	��� ���

��� B = {x + αy : α ∈ F} ��� x, y ∈ X ����� ���� ������ B ∈ B �� �������� ���	

��� ����� ������� �� B. �� ���� ��� ���� ���� �� ���	���� a ��� b �� X, ��� ������

Bab = {a + αb} = {a, a + b, a + 2b}.  � ���� ����! ����� ��� � �������� ������� ��� ���

" ������ �����	����# ���� ������ Bab� $�� ���	���! ��� ��� ��� ���	���� (1, 2) ���

(1, 0), B(1,2),(1,0) = {(1, 2)+0(1, 0), (1, 2)+1(1, 0), (1, 2)+2(1, 0)} = {(1, 2), (1+1, 2+

0), (1+2, 2+0)} = {(1, 2), (2, 2), (0, 2)}. 
���� ��� 81 �������� ������� �� ���� �%��� 
��

������ ������� ��� ���� �� 
���� �� &� ��� �� ��������! ��'���� ����� ��	���������

�� ���	���� #�'� ��� ��	� �������� 
�� ���� �� ����'����� ������� �� ����� �� 
����

(� 
�� ���� ����� ��'� ��� ���	��� ��� ��� �������� �� B. 
���� ��� ������ �� 
����

)� �� ����� ��� ���% *" ������ ������� ��� �� +* �������� �������� ,�	�����������%!

%�� ��� ����'� �� ���� ��	��� �% ����������# ��� ����������� �� ��'��# � ������ ������

�� ���� ������ Bab ��� ��'��# � ��	�������� �� ��� ������ ���	 ��� '����� �����

�����	����# ���� ���! ����� �� ��'��� �%
(
3
2

)
. 
�������� ����� ���

(92)
(32)

= 12 ������� ��

X �� ��� ���	 Bab = {a+ αb}. -� ���� ���� �%���	 � S(2, 3, 9) ������� �%���	� .*(/

��



������ ���	
���� �������

B(0,0)(0,1) B(0,0)(0,2)� B(0,1)(0,2) = B(0,2)(0,1) = B(0,2)(0,2) = B(0,1)(0,1)

B(0,0)(1,0) B(0,0)(2,0) �B(1,0)(1,0) = B(2,0)(1,0) = B(1,0)(2,0) = B(2,0)(2,0)

B(0,0)(1,1) B(0,0)(2,2)�B(1,1)(1,1) = B(1,1)(2,2) = B(2,2)(1,1) = B(2,2)(2,2)

B(0,0)(1,2) B(0,1)(2,1)�B(1,2)(1,2) = B(1,2)(2,1) = B(2,1)(1,2) = B(2,1)(2,1)

B(0,1)(1,0) B(0,1)(2,0)�B(1,1)(1,0) = B(1,1)(2,0) = B(2,1)(1,0) = B(2,1)(2,0)

B(0,1)(1,2) B(0,1)(2,1)�B(1,0)(1,2) = B(2,0)(2,2) = B(2,2)(1,2) = B(2,2)(2,1) = B(1,0)(2,1)

B(0,1)(2,2) B(0,1),(1,1)�B(1,2)(1,1) = B(1,2)(2,2) = B(2,0)(1,1)

B(1,0)(0,1) B(1,0)(0,2)�B(1,1)(0,1) = B(1,1)(0,2) = B(1,2)(0,1) = B(1,2)(0,2)

B(1,0)(1,1) B(1,0)(2,2)�B(2,1)(1,1) = B(2,1)(2,2) = B(0,2)(1,1) = B(0,2)(2,2)

B(1,1)(1,2) B(1,1)(2,1)�B(2,0)(1,2) = B(0,2),(1,2) = B(0,2)(2,1) = B(2,0)(2,1)

B(1,2)(1,0) B(1,2)(2,0)�B(2,2)(2,0) = B(2,2)(1,0) = B(0,2)(1,0) = B(0,2)(2,0)

B(2,0)(0,1) B(2,0)(0,2)�B(2,1)(0,1) = B(2,1)(0,2) = B(2,2)(0,1) = B(2,2)(0,2)

����� �� ���	
���� ������� ���� ������� ���

������ ���� ������

B(0,0)(0,0) {(0, 0)}
B(0,1)(0,0) {(0, 1)}
B(0,2)(0,0) {(0, 2)}
B(1,0)(0,0) {(1, 0)}
B(1,1)(0,0) {(1, 1)}
B(1,2)(0,0) {(1, 2)}
B(2,0)(0,0) {(2, 0)}
B(2,1)(0,0) {(2, 1)}
B(2,2)(0,0) {(2, 2)}

����� �� �� ������ ���� ���� ������� ���

��



��������� �	
�	 ��� ����������� �������� �� �� S(k,m, n) �	�
��� ��	�� 


������ �� 	�� ����	
��

Nt,t�

⎧⎪⎨
⎪⎩

(n−t
k−t)
(m−t
k−t)

��� 0 ≤ t ≤ k

1 ��� k ≤ t ≤ m

��� ��� 0 ≤ j < t ≤ m, 	�� �����
�� ����	
�� Nj,t = Nj,t−1 −Nj+1,t.

��������� �	

	 � ������ ����� ���� 
 � �
���� �
���� ���� C ���� � �	 X

�
	� |X| = 24. �� ���
	
��� 	�� �
���
�� �� C, ��
�� 
 	�� ������ �� �
	
��	 �	

����
�� C� ��	 �� �	 ���	 12 ��� 	�� �
�
��� ��
��	 �	 ���	 8.

��� �����	
��
� � ��	��
����
�

������� �	
�	 ��� X �� � ��� ���	 |X| = 24. 
	�� �� C ⊆ P (X) = V �� � �����

����� �����

�� C 	�� ��������� ���

�� C 	�� ������� ����	� ��

�� 
	� ���� �� ���������� � �� C ��� �� S(5, 8, 24) ������ �������

�� 
	� ���� �� ���������� � ���� C�

 ���� �� ��	 ω ∈ X� ��	 Tω = {A ∈ V : |A| ≤ 4, ��� |A| = 4 
���
� ω ∈ A}.
��� ������ �� �	 �� ����� �� 	���  
 ��
�� �����	�� �
�� ����
��	
���

��� ������ �� �	 �� �����  
 �����	�� �� ���
�� 	�� ������ �� ��� !"

 �



���� ��� �� �	
�	�
 ���� ��	�� ����� ����� ω �� ���
 ���
� ����

|Tω| =
(
24

0

)
+

(
24

1

)
+

(
24

2

)
+

(
24

3

)
+

(
23

3

)

= 1 + 24 + 276 + 2024 + 1771

= 4096

= 212.

��� ��� �� ��� ����� �� ��� ��� �������� �� Tω ���� �� ���� ���� �� ����� ���

��� �������� �� ���� � ���� ��� �������� ω, �� ������� ���	���	� ��� ��� ��

��� 
������� �������� �� Tω �� ��� ��������
 �� C. ����� ��� ������ �� A+ C ��	

A ∈ Tω �	� 
�������� �� ��� ��� �� ������ V/C �������� �� ����� ����� 212 �������

��� |V | = |P (24)| = 224 ��
 |C| ≥ 212. ���	���	� |V/C| ≤ 224

212
= 212. �����

|V/C| = 212. �� C ��� 
��������  ! ��
 A + C �� 
���	���
 ����� �� ��� ��� ��

������ �� C �� V.

!� "�� B ∈ V ���� ���� |B| = 4 ���� ω 	∈ B. ���� B 	∈ Tω, ��� B ∈ A + C ��	

���� A ∈ Tω. #�� A+B ∈ C ��
 ����� ��� � ������� ���$�� �� � �	 $	����	�

����� |A| ≤ 4 ��
 |B| = 4, ��� ������� ���$�� �� A+B ���� �� ��

%� &����� ���� A+B ��� ���$�� �� ����� ω ∈ A, A+B �������� {ω}∪B� #��� ����

|{ω}∪B| = 5. �� ���� ������ �� X ���������$ ω ����� ��� �	
�	 ' �� ��������


�� �� ����� ��� �(������� ��� �� C. ����� ω �� �	���	�	�� ���� '(������� ������

�� X �� ��������
 �� �� ����� ��� �(������� ��� �� C. )� 	������ �� ���� ���� �

'(������� ��� �� ��������
 �� ���� ��� ���*�� �(������� ��� �� C� ����� A,B

�	� 
������� ���� �� ���$�� � �� C ���� ���������$ ��� ���� '(������� ������ ��

X. ��� ���� |A ∩ B| ≥ 5, 0 < |A + B| ≤ 6. ���� �� � ����	�
������ ����� ���

�!



������� �����	 
� C �� � �� �
������
�� 	�� �����	  �
��� 
� C �
�� 	�� ��	

S(5, 8, 24).

�� ��	 C ′ �� 	�� �������� 
� C ������	�� �� ��	� 
� 
����  �� C� ��	 A ∈ V ��	�

|A| ≥ 5. ���� 	���� ����	� � ��	 B ∈ C ���� 	��	 |B| = 8 ��� |A∩B| ≥ 5. �
	�

	��	 A + B ∈ V/C ′ ⊆ V/C. �
	� 	��	 |A + B| < |A|. �
 ����� 	��	 �������	

�
� ��� 	�� ��	� 
� 	��� 	���� |A + B| ≤ 4. ��

�� ��� ��	 B′ ∈ V/C ′ ��	�
B′ 	∈ Sω, ��	� |B| ≤ 4. ���� �� ���	  
� 	��� ��

�� 	���� ����	� A′ ∈ Sω ��	�

A′ + B′ ∈ C ��� |A′ + B′| = 8. �
 A′ + B′ ∈ C ′ ��� 	�����
�� V/C ′ ⊆ Sω. �


|V/C ′| ≤ |Sω| = |V/C|� !�	 ����� C ′ ⊆ C, |V/C| ≤ |V/C ′|. "� |V/C| ≤ |V/C ′|,
��� |V/C ′| ≤ |V/C|, |C| = |C ′| ��� C = C ′ #$%�

��������� �	
�	 ����
�� C �� 	�� ������ �
�� 
� ����	� n. ���� 	�� ����� ����

������� 
� 	��� ������ �
�� ��

WC(X, Y ) = (X + Y )n

����� X, Y ��� ������	� 
� C.

������ �	
�	 ��� S �� �� S(5, 8, 24) ������	 
�
��� � X ��� ��� C ⊆ P (X) ��

��� ��� 
������ �� ��� A ∈ S. ����

�� C �
 
���������

�� C �
 � ����	� ���� ����

�� ��� �	�
 � ������ � �� C �	� ��� �������
 � S�

 � ��� ������ �����	��	 � C �
 1 + 759Y 8 + 2576Y 12 + 759Y 16 + Y 24.

�$



������ �� �� ����� 	�� C 
� �� ��	����� 	�� ��� A,B ∈ S, |A ∩ B| ≡ 0���� ��� ��

|A∩B| �� ����� �� �������� 
�� ������ �	 �����
� ������� �� 
��� ��
�����
����
��� A ∈ S. ��
 T �� � �����
 �	 A.  �
� 
��
 
�� ������ �	 �����
� �	 S
���
�����! T ������ �� |T | = t. �� �	 0 ≤ t < 5 
��� 
�� ���
�� ������� �� ��

"�#��
��� $�% ��� �� 
�� ������ �	 �����
� �	 S ���
�����! T �� Nt =
(24−t

5−t )
(8−t
5−t)

�

�� �	 5 ≤ t ≤ 8, 
��� �� "�#��
��� $�% ����� ��
 �	 & ���
���
 �����
� ��� ��

��� ��� A. '����	��� Nt = 1. (����� N5 = N6 = N7 = N8 = 1, ����

N0 =

(
24
5

)
(
8
5

) = 759

N1 =

(
23
4

)
(
7
4

) = 253

N2 =

(
22
3

)
(
6
3

) = 77

N3 =

(
21
2

)
(
5
2

) = 21

N4 =

(
20
1

)
(
4
1

) = 5.

"�#�� 
�� 	���
��� Mj,k �� Mj,k = Nk 	�� k = j ��� 	�� j 	= k, Mj,k =

Mj,k−1 −Mj+1,k. '� ��� ��) ���� ��
� )� ���� )���� )��� ��
�����
�� )�
� �

��
 �	 ��*� k !��� ��� � ��
 �	 ��*� j, ��� "�#��
��� $��+� '�� ��
�����
��� 
����!�

)� !��� �� Mj,k )���� Mj,k �� 
�� (k+ 1)
� ��) ��� 
�� (j + 1)
� ������ ���

'��� ,�

-���. ��� ���� A ∈ S ��� C ⊆ D ⊆ A )�
� |C| = j ��� |D| = k, Mj,k

�� 
�� ������ �	 B ∈ S )�
� B ∩ D = C. �� �
 �� 
�� ������ �	 ��
� �� 
��

�
����� ���
�� )���� )��� ��
�����
�� )�
� � ��
 �	 ��*� k !��� �� ��
�����
���

�	 ��*� j. �	 j = k, 
��� �� ���� ����� �
 	��)� 	��� 
�� ��#��
��� �	 �����
�

//



j = 0 j = 1 j = 2 j = 3 j = 4 j = 5 j = 6 j = 7 j = 8
k = 0 759
k = 1 506 ���

k = 2 330 ��� ��

k = 3 210 ��� �� ��

k = 4 130 �� 	� �� �

k = 5 78 �� �� �� 	 �

k = 6 46 �� �� � 	 � �

k = 7 30 �� �� 	 	 � � �

k = 8 30 � �� � 	 � � � �


��� �� ������������ 
������ ��� Mj,k

�� ��� ������� ������� ��  ��� j < k ��!  �����! �� ��!������ �� k − j.

"�������� C = {a1, a2, . . . , aj} ��! D = {a1, a2, . . . , ak}. �� ��#��� ��  ��$�

���� B ∩ D = C �� ��! ��� �� B ∩ (D\{ak}) = C ��! B ∩ D 	= C ∪ {ak}
%���� B ∩ (D\{ak}) = C �� ������� Mj,k−1 ��! B ∩D 	= C ∪ {ak} �� �������

Mj+1,k. &�� ��� ���� ����' �����!�� %��� k − j = 1. ��  ��� ���� B ∩D = C.


��� B ∩ (D\{ak}) ⊆ B ∩ D = C. �� B ∩ (D\{ak}) ⊆ C. (�� x ∈ C. ��

x ∈ B ∩D. 
��� x ∈ B. )��� ���� C = D\{ak}. 
�������� x ∈ D\{ak}. *����
x ∈ B ∩D\{ak}. �� C ⊆ B ∩D\{ak}. 
�������� C = B ∩D\{ak}�

��  ��� C = B∩D\{ak} ��! B∩D 	= C∪{ak}. 
��� ����� B∩D\{ak} ⊆ B∩D,

C ⊆ B∩D. ��  ��� ���� B∩D 	⊆ C. �� ����� �+���� y ∈ B∩D ���� ���� y 	∈ C.

,� �� ������� y = ak. ,�� ���� B ∩ D = C ∪ {ak}. 
��� �� � ������!�������


��� C = B ∩D.

��  ��� ���� �� ���� ��� k− j ≤ n− 1. ��  ��� k− j = n. 
��� �� C = B ∩D.


��� B∩D\{ak} ⊆ B∩D = C. ��  ��� ���� C 	= B∩D\{ak}. 
��� ����� �+����
x ∈ C ���� ���� x 	∈ B ∩D\{ak}. �� x = ak. ,�� C = {ai} ��� 1 ≤ i ≤ j < k.


���' C = B∩D\{ak}. ��  ��� B∩D = C∪{ak}. 
��� C∪{ak} = B∩D = C.

	�



��� ���� {ak} ⊆ C. ���	 �	 �
� ����� �����
�� B ∩D 	= C ∪ {ak}.

����
	� B∩D\{ak} = C ��� B∩D 	= C∪{ak}. ���� C = B∩D\{ak} ⊆ B∩D.

����
	� ���� C 	= B ∩ D. ���� ����� ���	�	 x ∈ B ∩ D 	��� ���� x 	∈ C.

��� 	���� C = B ∩ D\{ak}, x = ak. ��� ���� C ∪ {ak} = B ∩ D �����

�
��������	 ��� ���
���	�	� ���	 C = B∪D. �����
�� ��� ������ 
 B ∈ S �	

Mj,k−1 −Mj+1,k = Mj,k. �
�	������� 
��� ��� 	��	 �� S, �� ��	� �

� �� ��
	�

����� �����	��� 	��	 
 	��� ������ ����� Mj,8 = 0 
� ��� 
�� j, ��� �����	����
�


 ���� ���� 
 	��	 �� S ��	� ���� ���� ������������ �����
�� C �	 	������ ��

�������� 
���
�
��� �������	 
 P (X) ��� ���	 C �	 	���
���
�
���� ����� ���


����	 
 ��� 	������� 	�� ��� ����	���� �� 4, ���� C �	 ��	
 �
���� �����

��� ω ∈ X ��� 	���
	� Sω �	 �� ��� �	 �� ���
��� !�"#� $	��� ��� 	���

����
� �	 �� ��� ��

 
 ���
��� !�"#% ��� �
	��	 V/C ⊆ Sω. �
 |V/C| ≤
|Sω| = 212. �
 C ≥ 212. ��� C �	 	���
���
�
���% 	
 |C| ≤ |V |1/2 = 212. �����
��

|C| = 212. &���� C = C†, ��	 �����

#� '����� ���� C �
�����	 ��� 	��	 
 ���� 
���� ��� ��� �
�� �� ����� ���� �����

�	 " �	 �
������� �� C. �
 �	��� (� ����
� !�"!% ��� )����� *�������
� 
 C �	

WC(1, Y ) = (1+Y )24. ��� ��� �
�+�����	 Ai 
� i �
� ����	���� �� , ��� ��� ���
�

�
 WC(Y, 1) = 1+A4Y
4+A8Y

8+A12Y
12+A16Y

16+A20Y
20+A24Y

24 ����� ���

�
�+�����	 ��� Ak =
(245 )
(k5)

. -� 
���� 
� ���	 �
 �� ��� ��	���� ������ ��������
�%

�� ��	� 	�
� ���� A4 = 0. '����� ��� �� ����
� 
 Sω �
� ���
��� !�"#� -�

���
��� !�"#% �� ��	 	�
�� ���� |Sω| = 212 = |V \C| ��� 	
 ��� ��� �������	 


Sω ��� �
������� �
 
�� ��	����� ������� �
���
 C. ����
	� A ∈ C ��� ������

,� ���� A = B + C 
� 	
�� C ∈ C. &���� |C| = |B| = 2. ��� ���� B,C ���

��	����� �������	 
 Sω ����� ��� �
������� �
���
 C. ���	 �	 � �
���������
� 


,.



��� ������� �	�	�
��	� �������� A4 = 0. �� �����	 ���
���	�� ��� ��������

	��	 	�� 
���
�
 �����	 �� C �� 8� ��� C �� � ������ ����� �����

�� �� �����
 ���� 	�� ������	�� �� 	�� ������� ���
��	�� �� 	�� ����� �� �����	

� ���
 	�� �	����� ���	�
 S.

��  �	� 	��	 A8 =
(245 )
(85)

= 759� !���� ��
���� "��"���	����� �� #�� 	��	 A12 = 2576,

A16 = 759, ��� A24 = 1. �������� 	�� �����	 ���
���	�� �� WC(Y ) = 1 +

759Y 8 + 2576Y 12 + 759Y 16 + Y 24 $�%

&	 �� ��	����	��� 	� ��	� 	�� "����"	��� '�	���� 	�� '����� ����� "��� ��� 	��

�	����� ���	�
 S(5, 8, 24). ( '����� ����� "��� ���� 	�� 
��	 '���" �� "�
��	��

���������� �������� 	�� )�	���� ����� M24 "�� �����	����� '� ��������	�� �� �

'����� "���� ��� ����� 
�*� "�
��	�	���� ��� "��"���	���� �� � "�
��	�� 
�"�


��� ����	�'��� �� "���	��"	��� �� M24 ����� 	�� '����� ����� "��� ��+����� 	��

��� �� 	�� )���"�� ,"	�� ������	��� ���"� �� � "�
��	�� ������
 "���	�� '� -��

���	�� $�%� ��� "���	��"	��� "�� '� ����� �� -� ����
��.� /����	��"	��� �� 	��

����� "���0 � ���1��2 $�%�

���	������ ��� �� ��� ��� �'�� 	� ��#�� 	�� ������ ���"� ��� �	��� ��������	�3

	���� �� 	�� )�	���� �������

��������� �	
�	 4�	 (X,B) '� � �	����� ���	�
� (� ����������� �� � �������

������ (X,B) �� �� ���
������
 φ : X → X ��"� 	��	 B ∈ B �
����� 	��	 φ(B) ∈ B.

������� �	
�	 ��� (X,B) �� � ������	 �
���� � �
�� S(k,m, n). ���� ����S(k,m, n)�

�� ��� ����	����� �	�� � ��� ������	 �
�����

�5



������ ��� ���(X,B) ������ �	� 
�� �� �������	�

 �� �	�
 ������� ��
��� �����
�	� �������� �������� 1 : X → X 
��	 �	�� 1(a) = a ��� ��� a ∈ X �
 �� ���(X,B)�
���(X,B) �
 �������� �� ���������� �	� �������	�

 �� (X,B) ��� ����������

�� X ��� 
� ���(X,B) �
 � 
��
�� �� SX . ��� φ1 ��� φ2 �� ��������
 �� ���(X,B).
����� �	� ����
����� �� ��� �������	�

 �
 
���� � ���������� �� X, φ1 ◦ φ2 �



���� �� �������	�
� ��� B ∈ B. �	�� φ1 ◦φ2(B) = φ1(B1) �	��� B1 = φ2(B) ∈ B.
�� �	�� φ1 ◦φ2(B) = φ1(B1) ∈ B. �� ���(X,B) �
 ���
�� ����� ����
������ ��� �	��
����
 �� �� 
	��� �
 �	�� ��� ��� B ∈ B, φ−1(B) ∈ B. ���� �	�� 
���� φ−1 ∈ SX , ���

1 = φ−1φ ��� ��
� �� m+1 �
 �	� ����� �� φ� φmφ = φ−1φ �	��	 �����
 �	�� φ−1 = φm

��� 
�� ������� m. �	������� φ−1 ��	����
 �	� ������������� ���������

� ��� ������	 
��	�

��� ����� 	
��
�
������

�	��� ��� ��� �����
��������
 �� �	� ���	��� �����
� �	�
 ����� ���� ���
���

��� �� �	�
� ��
��������
�  ��
�� �	��� �
 �	� ���������� �����
��������� !��
����

"#



��� �������	
 ���������	��

A = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11),

B = (5, 6, 4, 10)(11, 8, 3, 7),

C = (1, 12)(2, 11)(3, 6)(4, 8)(5, 9)(7, 10),

D = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23),

E = (3, 17, 10, 7, 9)(5, 4, 13, 14, 19)(11, 12, 23, 8, 18)(21, 16, 15, 20, 22),

F = (1, 24)(2, 23)(3, 12)(4, 16)(5, 18)(6, 10)(7, 20)(8, 14)(9, 21)(11, 17)(13, 22)(19, 15),

G = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11)(12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22),

H = (1, 4, 5, 9, 3)(2, 8, 10, 7, 6)(12, 15, 16, 20, 14)(13, 19, 21, 18, 17),

I = (11, 22)(1, 21)(2, 10, 8, 6)(12, 14, 16, 20)(4, 17, 3, 13)(5, 19, 9, 18).

��������� �	
	 ��� ������ ������ ��� M11 = 〈A,B〉� M12 = 〈A,B,C〉� M22 =

〈G,H, I〉� M23 = 〈D,E〉� �	� M24 = 〈D,E, F 〉�

�	����� �������	�����	 ����	 ���� �� �������� ��� ������� 
����� �� ���	
 ����	��

�������

������ �	�	 ����� ����� 	���
�� ������� S(5, 6, 12) 
� S(5, 8, 24) ���� ��� �����

������� �� �
���� 
� ���(S(5, 8, 24)) = M24 
� ���(S(5, 6, 12)) = M12. ��� �
�

���
� ���������� �� M24 
� M12 �� M23 
� M11 �������������

������ �	�	 ����� ����� 	���
�� ������� S(4, 5, 11), S(4, 7, 23), 
� S(3, 6, 22)
���� ��� ����� ������� �� �
���� 
� ���(S(4, 5, 11)) = M11, ���(S(4, 7, 23)) =

M23, 
� ���(S(3, 6, 22)) = ���(M22). ��� �
� ���
� ���������� �� M11� M23 
�

��



M22 ��� M10� M22� ��� PSL(3, 4) �����	
�����

���� ���� ��� ���	�
������ � ��� ������
 	�	���	 ��� ����� �	��� ��� ����� ����

�	 
��
����� ���
� ���� ��	�� ���
� �	 � ������
 	�	��� ���	�
������ �
 ���� �������

�
��� �� �� ������ 	 �� ��
����	
��� 
� 
�� ������ �� ������ �!���

����� ���� ��
� 
��
 M11 ≤ S11, M12 ≤ S12, M23 ≤ S23, ��� M24 ≤ S24�

������ "� #���
�� ��!$ ��� 	���� ��� ��� ������� �
���	 �
� 	��	��	 � ��� 	�����
��

�
���	 � ��� 	��� ���
��� M11 ≤ S11, M12 ≤ S12, M23 ≤ S23, ��� M24 ≤ S24.

��� ������

������� ��	��%�
�� ��� �
���	 M12 ��� M24 &��� ���
��	 � !' ��� '( ��� �
��
	

� 8 · 9 · 10 · 11 · 12 ��� 3 · 16 · 20 · 21 · 22 · 23 · 24 
�	�����%���� ���� ���� M12

��� M24 �
� )*�
��	���%� �� ��� +���� 	��� #��	� �� M12 �
 �,������ �� �	 �		����

���� ���	 ��
�������� �
��� ���	 �� ��� 	�� � !' �����	 ��� ��� �
��� � ��� ���

� ��� !' �����	 �	 ��� ����
� 	��� -
�� ���	� �� ���� ���� ��� ��� ����� 	������.�


� M12 �	 ��� �
��� M11� ��� ��� ����� 	������.�
 � M24 �	 M23� ��& M23 �	 (*

�
��	���%� ��� ��� ��� ����� 	������.�
 � M23 �	 M22� ���� ���� �� ��� /
���*�������.�


��������� |M11| = |M12|
12

= 8 · 9 · 10 · 11� ������
��� |M23| = 3 · 16 · 20 · 21 · 22 · 23 ���

|M22| = 3 ·16 ·20 ·21 ·22� ���� ���� &� 	�� n �	 ��� ���
�� � Mn �
 n = 11, 12, 22, 23,

�
 24.
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� � ���� ������
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� ��� ������	
 �	����	���	 ��
��� 
� ���� �������� 

�	
�� ���� !����"	 �������	 ��� 
�������
�� ����� ��������
�� �����	 # $���
��

�� �������% ���
� ����% ��� ���� �����	 �� ��� 	
���

�� �� ��� ����
�� �����	 ��
�

���� ����� 
� ��&����'	 ��(�
��� ���� ���� �������	 ��� ����	 )*+# ,� �
�� ���
�

�� ��������
�� �� M11 ��� M23#

-�� G �� � 	������� �� Sp ����� p 
	 � ��
�� ������#

����� ���� ��� G ≤ Sp. �� G �� ��	
������ ���
 p ������� |G|.

������ !����	� G ��	 �� ��� 	�� X = {1, 2, . . . , p} ����	
�
����# ���� ��� a ∈ X. !
��

G ��	 ����	
�
����% 
� ��	 ���� ��� ���
�# !� p = |Oa| = |G|
|Ga| . ��������� p | |G|.

����� ���� ��� G �� 	 ��	
������ �������� �� Sp. ���
 G �	� 	 ����� ���� p�

���������

������ !
�� G 
	 ����	
�
��% p | |G|. $�	�% |G| | p! ��
� 
���
�	 |G| = pk ����� p � k.

���	 �� !����"	 .�	� �������% G ����
�	 � !���� p�	�������% P, ���	� ����� 
	 p. /�

-�������"	 �������% ��� ���� ��		
��� 	�������	 �� ��� �� ���	� !���� p�	�������	

���� �����	 �� � �� p# ���	 P ��	 �� �����
�
�� ������ 	�������	# /� ������� *#0�

P 
	 ��
#

����� ��	� ������ G �� ��	
������ 	
� P = 〈(12 . . . p)〉 �� 	 ����� ���� p���������

�� G� ��� |G| = m� nG �� ��� 
����� �� ���� p���������� �� G 	
� NG(P ) �� ���


���	� �� �� P �
 G ���� |NG(P ) : P | = rG. ���
 ��� ����� �� ��� ����� G �� prGnG�

��



������ �������� m = |G| = |P ||NG(P ) : P ||G : NG(P )| = prGnG.

����� ���� ��� 	
��� �� �� 
�����	��� �� P ∈ Sylp(G) 	
 G� rG, 	� �� ����

���		�� ���	��� �� m
p
���� p��

������ ��	��� 
��
 �� ������ 
���� 
������� nG ≡ 1���� p�� �� ����
��� 
� 
����

P ≤ NG(P ) ≤ NSP
(P )� ��� NSP

(P ) �� 
�� ����� �� ��� ����

ψ : Zp → Zp ��	� 
��
 x �→ ax+ b ���� p�

����� p � a� ���������� |NG(P )| = p(p− 1) ��� �
 ������� 
��
 rG �� ���� p− 1� !�


���	� m
p
= rGnG, ��� nG ≡ 1���� p�� 
��� ������� 
��
 rG ≡ m

p
���� p�� ��	�

rG | (p− 1)� rG �� 
�� ����
 ����
� � ������� �� m
p
���� p��

����� ���� �� G ≤ Sp �� ��
�		�� �
� �� nG > 1� ���
 rG > 1.

������ "����� nG > 1, ��� ���	������ �� 	��
����	
���� ��
 rG = 1. � 
���� ���

nG(p − 1) = m − nG ������
� �� ����� p �� G. #$	������ 
�� ������
� �� �����

p� ���	� ��� p%
����� ��� �� � �� &$�� ����
� �� {1, 2, . . . p}� 
���� ��� �
 ���
 nG

������
� ��
� &$�� ����
�� # ��� �
�����'�� Gi �� i ∈ {1, 2, . . . p} �� G ��� nG ������
�

�� ��� �
 ����
 ��� &$�� ����
� ��� G �� 
�����
� �� �� |Oi| = p ��� ��� i ∈ {1, 2, . . . p}�
���� �� 
�� (���
 
�����'�� ����
���� |Gi| = m

p
= rGnG = nG� !�
 ���	� 
���� ���

�
 ���
 nG ������
� �� 
���� �
�����'���� 
��� ���
 �� �)���� !�
 
�� ����
�
� ��


�� ���� ������
 
��
 ����� � ��� �
��� ������
 &$��� ���� ��	� �
�����'�� �� 
�� ����

��������� nG = 1, ���	� �� � 	��
����	
����*+,

�	�
��� ���� �� G �� � ��
�		�� �������� �� Sp ����� p 	� � ��	�� 
������

������� �� |G| = pnr ����� n > 1, n ≡ 1���� p�� r < p �
� r 	� ��	��� ���
 G 	�

�	�����

-+



������ �� ����� ��	
 r = rG ��� n = nG. ������ H �� � ���������� ������ ��������

�� G� ��� H ��� �� ��� ��� X = {1, 2, ..., p}. ���� OHa = {a ∈ X : x = ha, h ∈ H}.
���G �������� ��� ������ �� H ��X ����� ����� ������ ��� ������ ��� ������ ���������

X �� �������  �!"� �� ��� ���� �������
 ����� G �� ���������� ��� H �� ����������


��� ������ �� H ��� ��� ��� ���� ��#� ��� |OHa| > 1� ���� ������� ���� |OHa| = p�

���� H �� ���� ����������� �� ����� �� ����� �$���� � P ′ ∈ ��p(G) ���� P ′ ≤ H.

�� ��� ������ ���� �������
 ���� p%��������� ��� ���&����� ���� ���� �����
 ��

H �������� ��� ��� ���� p%��������� �� G. � |H| = pnHt = pnt ���
 �� ��������'�

�������
 pnt | pnr( ���� ������� ���� t | r� ��� r �� � ����� ������ ��� �� �����

���
 t > 1
 �� t = r. ��������� |H| = |G|
 ������ H = G� )����*������
 G ��� ��

���������� ������ ������ ��������� ���
 ���������
 G �� �������

������� ��	� ��� 	
���� ����� M11 
�� M23 
�� �������

������ ���
 M11 ≤ S11 ��� mM11 = |M11| = 8 ·9 ·10 ·11 = 7920. +���
 �� ����� ��,


mM11

11
= 720 ≡ 5 -��� 11.� ���� ������� ���� rM11 = 5 ��� ��������� nM11 = 144 > 1.

���� nM11 ≡ 1 -��� 11.
 rM11 < 11, ��� rM11 �� ������ �� ������� ��/ M11 ��

������� +���
 M23 ≤ S23 ��� mM23 = |M23| = 3 · 16 · 20 · 21 · 22 · 23 = 10200960.

���� �� ����� ��,

mM23

23
= 443520 ≡ 11 -��� 23.� ���������
 rM23 = 11 ���

nM23 = 40320 > 1. 0� ��������
 nM23 ≡ 1 -��� 23.
 rM23 < 23, ��� rM23 �� ������ ��

������� ��/ M23 �� �������

0� ����� �� ����� ���� M11 �� ������ ����� ��� ������� �������� �� 1� 2�����'�

����� ������ ��$�
 �� ���� ����� ��������'� �������
 ����� �� � ������� �� ��%

������ ����� ������ 3"	4� ���� ����� ��� ����� ����� �� 2���� )������'� �����

�����������

�	



��� ������	�
� � 
�� ��
���� ������ ��
� ������� ��� ���

��� ��

��������� �� 	
� ���� �� 	
� ��������	� �� M12� M22� ��� M24.

������� ��	� ��� ������� 	
��� M12� M22 ��� M24 �
� ������

�
���� ���� M12 �� � ���	
���� ��	����	��� ���� �
��� �	������� �	 ��� ����	 �� 	
�

������ ����� M11. �
������ �� �
���� ��� � M12 �� ������� �
� ���� M22 �� �

���	
��� !�	����	��� ���� �
��� �	������� �	 ��� ����	 �� 	
� ������ ���� "#$ (3, 4).

�
�� �� 	
� ���	
 	��� �� %��	� ������ ���� & '� �
� ����� �� M22 �� ��� �
��
 ��

��	 � ���� �� 	��� �
������ �� �
���� ��� � M22 �� ������ &(!'� )���� M24 ��

��	����	��� �
��� �	������� �	 ��� ����	 �� 	
� ������ ���� M23� �
�� �� �
����

��� � M24 �� �������

�
����� 	
� *�	
��� ����� �� ��� %��	� ������ ������ )� �� ������	� 	
�

	���� �������� 	� ���� 	
�	 	
� *�	
��� ����� M11 ��� M23 �� ������ ������� ����

#����+� �
������ ,� ��� 	� ���� 	
� ��������	� �� 	
� �	
� 	
�� *�	
��� ������

�� ���	 ���� ���� 	
���� ����	 	����	���	�� ����	���	�� ��� ���	���� 	����	���	�

�� ���� ��	����� �
�� ���� ���� � ���� ���	 �� 	
����� ��� ������� ,	 ����� ��

� ���-���� ���	 	� ����	��	 � ���� �� ������ 	� .� /
�����+� �� �������� ���

����	� �� 	
� *�	
��� ����� M12, M22� ��� M24.

����������

&(' )���� #	��	� /�������� ����� �� ���� 	
��� 0 �
� *�	
��� ������

�
����� 1������	� �� 2��	 )������ �334� )������� (� 5��� �3(3�
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